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de espera en las colas?

Los ciudadanos son cada vez mas conscientes del valor del
tiempo (trabajo, transporte, recreacion, etcétera), por lo que
les irrita verse obligados a esperar para obtener un pro-
ducto o un servicio, sin importar si se trata de una oficina
gubernamental o privada, el cine, el estadio, el supermer-
cado, la sucursal bancaria o la ventanilla universitaria. To-
dos los clientes son reticentes a hacer filas o colas.

;Seria posible disefiar un sistema que mida el tiempo
de atencion al usuario y que ademas le permitiera predecir
el comportamiento de la demanda y, en consecuencia, po-
der actuar sobre la oferta antes de que los tiempos de es-
pera se acrecienten?, sseria posible desarrollar uno sen-
cillo y barato que pudiera se usado por cualquier empresa
dispuesta a ofrecer un mejor servicio a sus clientes, sin im-
portar su tamatnio?

Para poder encontrar la respuesta a estas preguntas es
crucial saber si es posible ofrecer al usuario o cliente de un
servicio un tiempo promedio de atencién que correspon-
da alos niveles de calidad previamente establecidos. Para
ello, primero necesitamos saber si es posible medir el tiem-
po promedio de espera de los clientes, y después ver qué
variables se pueden manipular y asi poder disminuir este
tiempo de espera. Los sistemas de colas son muy comunes
en la sociedad. La adecuacion de estos sistemas puede
tener un efecto importante sobre la calidad de vida y la pro-
ductividad. Para estudiarlos la teoria de colas formula mo-
delos matematicos que tratan de predecir la forma en que
los clientes llegan a los establecimientos, representar su
operacion, para después usar estos modelos y obtener me-
didas de desempeno.

La aparicion de nuevas teorias de la organizacion que
enfocan su atencion en los deseos e intereses de los clien-
tes o usuarios del servicio que se ofrece no es nueva, y esta
ligada a las teorias del control total de calidad, conocidas
como TQC por sus siglas en inglés.

La teoria de colas es el estudio matematico de las filas
o colas, y se relaciona, en una primera aproximacion, con
el area de la fisica de la dindmica de fluidos, con la que po-
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demos ligar los correspondientes tiempos de espera. Ima-
ginamos asi a las personas como un medio continuo que
se desplaza en cierta direccion al interior de algun ducto,
donde la fila hace las veces del ducto y el fluido son las
personas.

El proceso basico supuesto por la mayor parte de los
modelos de colas es el siguiente. Los clientes que requie-
ren un servicio aparecen a lo largo del tiempo en una fase
de entrada, ingresan al sistema y se unen a una cola. En de-
terminado momento, mediante alguna regla conocida como
disciplina de servicio, se selecciona a un miembro de la
cola para proporcionarle el servicio. Luego se lleva a cabo
el servicio requerido por el cliente por medio de un me-
canismo de servicio, después de lo cual el cliente sale del
sistema de cola. Con tales conceptos se elaboran los mode-
los matematicos, que tratan de predecir desde la llegada
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de los clientes, con qué distribucion lo hacen y cual es la de
su salida, pasando por el mecanismo de servicio. Sin em-
bargo no siempre son adecuados los modelos o se vuelven
muy complicados. Nosotros consideramos que, con base
en los conceptos basicos de nimero de clientes, operado-
res, tiempo de espera y nimero de operaciones por clientes,
hay dos formas sencillas de medir los tiempos de espera
en las filas.

En este problema se puede aplicar, al igual que en un
tubo de corriente de algun fluido, la ecuacion de conti-
nuidad:

_»
Veu)=-—

donde ? es la densidad del fluido, t el tiempo y « la ve-
locidad.

Esta expresion nos dice que el cambio en el tiempo de
la densidad de un fluido ? es igual al cambio en el flujo de la
densidad de la corriente. Pero como para un flujo perma-
nente de una tuberia la masa del fluido que pasa por cual-
quier seccion de la tuberia es constante, tenemos que:

%=0 y por tanto, V-(?ﬁ) =0.

El siguiente ejemplo nos ayuda a visualizar la semejan-
za del problema con el fenémeno de fluidos. Supongamos
una serie de pelotas, las cuales caen en un recipiente que
tiene una salida en el fondo del mismo. En esta salida hay
un diablito (en alusion a Maxwell, quien disefi6 un mode-
lo similar para estudiar el comportamiento de las molécu-
las de un gas) que solo permite la salida de las bolas a una
determinada velocidad. Dadas estas condiciones, el tiempo
de permanencia de las pelotas en el cubo estaria dado por
la relacion entre el namero de pelotas que entran y la ve-
locidad con que el diablito las deja salir.



Existirian tres situaciones: a) si el nimero de pelotas
que caen es igual al nimero de pelotas que el diablito deja
salir, entonces tendremos un tiempo de espera constante,
alrededor del cual las pelotas tienden a permanecer den-
tro del cubo; b) si aumenta el nimero de bolas que caen
dentro del recipiente y el diablito mantiene constante la
velocidad de salida, que es menor a la entrada de las pelo-
tas, entonces las pelotas se acumularan en el recipiente,
su tiempo de permanencia aumentara y su opinion sobre
la calidad del servicio decaera; c) existe una cantidad de
pelotas previas en el recipiente, si el nimero de pelotas
que entra al recipiente disminuye y el diablito mantiene
constante la velocidad a la que las deja salir, que es mayor
alavelocidad a que entran, entonces el tiempo de espera
de las pelotas dentro del recipiente tendera a disminuir.

Como se puede apreciar por las tres situaciones, cuando
el tiempo de salida es constante, el tiempo de espera esta-
ra determinado por el nimero de pelotas que entran al re-
cipiente. Entre mayor sea el nimero de bolas que entra al
recipiente, mayor serd su tiempo de espera y viceversa.

Pasemos a una situacion diferente, donde el diablito se
interesa en lograr que el tiempo de salida de las pelotas
varie para lograr un tiempo de permanencia constante de
las bolas dentro del cubo. Supongamos que el diablito co-
noce de antemano el nimero de pelotas que caen y ade-
mas tiene libertad para adecuar la velocidad de
salida de las bolas, entonces, dependiendo del nu-
mero de pelotas que caigan, podra controlar me-
diante la aceleracion o el retardo de la salida de
las pelotas el tiempo que las pelotas perma-
necen en el cubo.

De lo anterior se desprenden los siguien-
tes comportamientos: d) si el numero
de pelotas que entra disminuye, el dia-
blito a su vez disminuira la velocidad
de salida; e) ala inversa, al aumen-
tar el nimero de pelotas que en-
tra al cubo, el diablito apresura
la salida de las bolas, de tal mane-
ra que el tiempo de permanencia
pueda mantenerse mas o me-
nos constante. En otras palabras,
si el sistema es capaz de contro-
lar 1a salida de las pelotas y ade-
mas conoce previamente el nu-
mero que entrard, entonces sera

capaz de adecuar el sistema para

que haya una velocidad constante de salida; de esta mane-
ra se podra mantener constante el tiempo de permanen-
cia de las pelotas dentro de la cubeta.

Si este sencillo modelo se adectia al comportamiento
real, aunque simplificado, de una ventanilla o caja de pa-
gos, entonces podria ser la base para combinar sabiamente
costos y calidad del servicio. La clave, por tanto, consiste en
determinar el tiempo promedio de espera del cliente.

Métodos de optimizacion

Tomando en cuenta el modelo anterior y la ecuacion de
continuidad, proponemos dos métodos para medir el tiem-
po promedio de espera del cliente. El primero tiene como
variables el namero de clientes que llegan a la sucursal y
el nimero de cajeros que atienden; el segundo asocia las
velocidades de llegada y salida.

Meétodo de oferta y demanda. Determinaremos el tiempo

promedio de espera del cliente asociandolo directamente

con el nimero clientes que llegan (nimero de pelotas en

el recipiente) y el comportamiento de los operadores (nu-

mero de pelotas que deja salir el diablito). Si el fenémeno

de atencion al publico se com-

porta de manera estable,

entonces si se sabe a

cuantos clientes atien-

de cada uno de los caje-

ros, es posible establecer

un tiempo promedio de aten-

cién por usuario sin medirlos uno por uno.

Supongamos que hay D clientes y O cajeros, en-

tonces el tiempo promedio de espera T del cliente esta
dado por la siguiente ecuacion:

Donde t; es el tiempo de espe-
ra del cliente i, A, las operaciones

del cliente i, n =

°
o vyl

denota la funcién mayor
entero (mayor numero ente-
ro inferior o igual a la fraccion). Es

decir, simplemente se suman los tiem-
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pos de espera de todos los clientes y se dividide entre el
numero de clientes.

Notemos que la persona que esta el principio de la fila
realmente no tiene que esperar casi nada de tiempo, mien-
tras que las personas que vienen detras tienen que espe-
rar mas tiempo. Es decir, las condiciones iniciales son cru-
ciales.

Suponiendo que el tiempo de atencion por operacion
de los cajeros es el mismo (t) y que en promedio los clien-
tes hacen A operaciones, podemos pensar en lo siguiente:
la primera persona no espera para ser atendida, el tiempo
que le lleva realizar su operacion y esperar es tA. La segun-
da persona tarda el tiempo en que la primera persona sea
atendida (tA) mas el tiempo que tarden en atenderla (t A),
por lo que el tiempo total de espera de las segunda perso-
na es 2tA, para la tercer persona sera 3tA y asi sucesiva-
mente. La suma del tiempo de las n primeras personas es:

tA+2t A4+3t A+ +nt A=t A(1+2+3...+n) =
tA[nm+1)/2].

Por tanto, de la ecuacion (1) obtenemos:

nm+1)
o2, i+l 2
R —
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De esta ecuacion podemos deducir que hay tres ma-
neras de reducir el tiempo de espera: a) disminuyendo el
tiempo de operacion; o b) el nimero de transacciones por
cliente; o bien ¢) aumentando el nimero de cajeros.

Obviamente los mecanismos a) y b) son mas dificiles de
cambiar; una reduccion en el tiempo de operacion del ca-
jero podria llevarlo a cometer errores, y no es factible con-
dicionar a los clientes en el nimero de operaciones que
pueden realizar. Asi, la opcion viable es disminuir n, es de-
cir aumentar el numero de operadores.

Este método se aplica muy bien cuando hay interrup-
ciones en el flujo (cuando es no estacionario), porque tene-
mos una fraccion importante de clientes que esta al princi-
pio de cada nuevo débito, como cuando se acciona un gotero
después de llenarlo.

Metodo de velocidades de flujo. Este método supone que se
conoce la velocidad de entrada de los clientes y la de sali-
da, de tal modo que a partir de estas velocidades podemos
saber el tiempo que paso una persona en la fila.

Sea N el nimero de personas que llega a la fila a una ve-
locidad V, y que salen de la fila a una velocidad V. El tiem-
po de espera de cada persona dependera del tiempo que
tarde en entrar y del tiempo que tarden en salir, siendo la
diferencia de estos dos tiempos el tiempo de espera para
cada persona. El tiempo en que la persona en el lugar j tar-



dara en entrar (ty) esta dado por las que ya entraron antes
y su velocidad de entrada:

Donde P; es la posicién de la persona j en la fila de
espera.

El tiempo en que la persona en el lugar j tardara en sa-
lir (t) esta dado por las pelotas que le precedieron en salir
y la velocidad de su salida.

Asi, el tiempo que una persona en el lugar j tardara en
ser atendida (Tj), esta dado por la diferencia de estos dos
tiempos

T =ty = by e (5)

J €
De tal modo que si lo que queremos es encontrar el

tiempo promedio de espera, s6lo necesitamos encontrar

el promedio (T) de los tiempos Tj:

n n
St 37
j=1 _ j=1

T =2 e, (6)
p n n

Como estamos pensando que la velocidad de entrada y
la de salida es la misma para todas las personas, dejaremos
el tiempo promedio de espera en términos de la velocidad
de entrada, la velocidad de salida y el numero de clientes;
para eso, necesitamos modificar la ecuacion (6) de la si-

guiente manera:

n n

n
Ntg-ty, Dty- Dty
j=1 j=1 j=1
T, =~ =2 T UURUR (7)
n n

Si desarrollamos la primera suma de esta ecuacion
tenemos que la primera persona tarda en salir 1/Vj, la se-
gunda persona tarda en salir 2/Vy, la tercera persona tarda
en salir 3/Vy, y la persona en el lugar n tarda en salir n/ V.
Tenemos entonces que:

1 2 3 n 1+2+3++n
Etsf=_+_+_++_=—=
‘ Ve V 1%

v v
j=1 S N S S
nmn+1)
nn+1
2 L) e, (8)
V 2V,

En la ecuacioén (7), donde ahora la primera persona
tardara en entrar 1/V,, la segunda persona tarda 2/V,, et-
cétera.
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1 2 3 n 1+2+3++n
ty=—F+—+—+——= =
7=1 VO VU VU VO VU
nm+1)
nm+1
2 ) )
A 2V,

De las tres ecuaciones anteriores resulta entonces:
nm+1) nm+1) 2nmn+1)
2V, 2V, 4V
n n

m+ DV -V,)
2(ViVy)

En esta tltima ecuacion se aprecia que para reducir el
tiempo promedio de espera necesitamos disminuir el nu-

mero de personas, la velocidad de entrada o aumentar la
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velocidad de salida. Pero al igual que en el modelo pasado,
no podemos restringir el nimero de personas que llegan,
tampoco la velocidad a la que lo hacen, por lo que para re-
ducir el tiempo promedio de espera debemos aumentarle
velocidad de salida.

Conclusiones

Para aplicar estos modelos es necesario contar con datos
precisos sobre el nimero de clientes que llega a los estable-
cimientos, el nimero de operaciones por cliente y el niime-
ro de operadores. Teniendo una base de datos estadisticos
de diferentes dias y horarios se puede tomar las decisio-
nes necesarias para dar una mejor atencion a los usuarios.
Es importante establecer las horas pico para los diferentes
dias de la semana. Por ejemplo no es la misma cantidad de
clientes que llega a un banco en dia de quincena que en un
dia normal de la semana. Ademas, en un dia de quincena



existen horas especificas de mayor afluencia. Con la tecno-
logia actual se puede obtener facilmente datos de desem-
peno pertinentes mediante el desarrollo de un programa de
computadora para simular la operacion del sistema.

Los modelos presentados aqui proporcionan una util
herramienta de como medir los tiempos de espera en todo
establecimiento en el cual se originan filas. El primero de
ellos nos muestra una forma de medir el tiempo promedio
de espera a partir del nimero de operadores que se encuen-
tran en el establecimiento, mientras que el segundo lo hace
a partir de la velocidad de salida del cliente. En el primer
caso los clientes llegan de forma discontinua al estableci-
miento, como en paquetes, en un flujo no continuo. En el
segundo modelo los clientes llegan de forma continua, con

cierta velocidad constante, como un flujo continuo. Si bien
el gotero y la manguera son buenas analogias, en ambos ca-
sos la opcion mas practica o viable es adecuar el flujo de
clientes con el nimero de cajeros u operadores. ©
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OPTIMIZING QUEUE WAIT TIMES
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Resumen: Se muestran dos formas de medir los tiempos de espera en locales de servicio en donde se generan filas o colas. El primer método mide los tiempos de
espera a partir de la oferta, la demanda y el numero de operaciones. El segundo método mide el tiempo de espera a partir de las velocidades de entrada y salida.

Abstract: The article shows two ways of measuring waiting times at service facilities where queues form. The first method measures waiting times based on supply,
demand, and number of operations. The second method measures waiting time based on entry and departure rates.
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