Un conjunto de Cantor en
la 32 Suite de Bach para violoncello

Aunque en el siglo xvill todavia
no existia el conjunto de Can-
tor ni el concepto de fractal,
éstos ya se encontraban en

la naturaleza. Y los creadores,
en particular los musicos, plas-
man en su obra tanto la natu-
raleza que observan como

su época. Johann Sebastian
Bach es tal vez uno de los me-
jores ejemplos; en su obra po-
demos observar que en su
mente ya existian las estruc-
turas de los conjuntos de Can-
tor, asi como la idea genera-
dora de los fractales.

Hasta hace algunos afios
se consideraba que los conjun-
tos de Cantor eran una crea-
cién puramente matematica,
totalmente alejados de la natu-
raleza y el arte; sin embargo,
ahora se sabe que el compor-
tamiento de algunos fenéme-
nos naturales presentan una
estructura similar y en el caso
del arte tenemos este bello
ejemplo que nos regalé Johann
Sebastian Bach en su 3% Sui-
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te para violoncello, compuesta
en la segunda década del si-
glo Xvil.

El conjunto ternario de Cantor

El conjunto de Cantor toma
su nombre del matemaético
George Cantor, que en 1883
lo utilizé como herramienta
de investigacion para una de
sus principales preocupacio-
nes: el continuo. Su verdadero
creador fue Henry Smith, un
profesor de geometria de Ox-
ford, quien en 1875 definié lo
que ahora conocemos como
los conjuntos generalizados
de Cantor.

El conjunto ternario de Can-
tor se obtiene procediendo del
siguiente modo: partimos de un
segmento del tamafio que se
muestra en la etapa 1 de la fi-
gura 1a; lo dividimos en tres
subsegmentos iguales y nos
quedamos con los intervalos ce-
rrados de los extremos, obte-
niendo asi el resultado de la eta-
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pa 2. Si repetimos la divisién
en tres partes en cada uno

de estos segmentos, y nos que-
damos de nuevo con los inter-
valos cerrados de los extremos
en cada uno, obtenemos los
cuatro intervalos de la etapa 3.
Para la etapa n, dividimos en
tres partes cada uno de los
segmentos de la etapa ante-
rior y nos quedamos con los
intervalos cerrados de los ex-
tremos en cada uno. Repeti-
mos este procedimiento tantas
veces como nimeros natura-
les hay, y el conjunto resultan-
te es el conjunto ternario de
Cantor.

Un fractal se obtiene al re-
petir o iterar un proceso senci-
llo (o complejo) muchas veces
(una infinidad, si se piensa co-
mo matematico, o un ndmero
muy grande de veces si se
quiere ser mas pragmatico).
Con estas iteraciones se obtie-
ne un objeto que esté formado
por partes que son parecidas

en estructura al objeto comple-



10, que a su vez estan compues-
tas también por subpartes con
la misma caracteristica, y asf
sucesivamente. Estas repeticio-
nes o iteraciones del proceso
pueden ser contractivas o ex-
pansivas.

En las iteraciones contrac-
tivas se va fragmentando el ob-
jeto al cual se le esté aplican-
do el proceso, de tal modo que
los fragmentos se van pare-
ciendo al todo resultante. Un
ejemplo de un proceso fractal
contractivo es el proceso ex-
plicado anteriormente para
el Conjunto Ternario de Can-
tor. En las iteraciones expansi-
vas se va construyendo el frac-
tal como si tuviéramos bloques
de construccién que vamos
acomodando de acuerdo a la
regla del proceso iterativo.

Veamos cémo podemos
construir el conjunto ternario
de Cantor con un proceso ite-
rativo expansivo (figura 1b).
Tomemos un bloque en eta-
pa 1; en la etapa 2, tomemos

dos bloques iguales (como el
de la etapa 1) y acomodémos-
los con una separacién entre
ellos del mismo tamafio del
bloque; en la etapa 3, tomemos
dos construcciones iguales

a las de la etapa 2 y acomo-
démoslas con una separacion
entre ellas del mismo tamafo
a la de la construccion de la
etapa 2, y asi sucesivamente;
la etapa n estd formada por dos
construcciones iguales a las
obtenidas en la etapa anterior,
separadas por un espacio del
mismo tamafo.

Notemos que cada etapa
de la construccién expansiva
se “ve” igual a la etapa corres-
pondiente de la construccién
contractiva del conjunto ter-
nario de Cantor. La estructura
de cada etapa de la construc-
cion expansiva del conjunto
ternario de Cantor se puede es-
quematizar como XYX, donde X
representa la estructura de
la etapa anterior y Y un espa-

cio del tamano de X.

Bach y Cantor

Ahora construyamos otro con-
junto de Cantor: el que se ob-
serva en la estructura del primer
bourrée de la 3% Suite para vio-
loncello de Bach. Considere-
mos la construccion expansiva
del conjunto ternario de Can-
tor modificado la regla de repe-
ticién o iteracion que serd la
siguiente: en cada etapa, tomar
dos bloques o estructuras ob-
tenidas en la etapa anterior
y afiadirles un espacio del ta-
mafio del doble de una estruc-
tura de la etapa anterior.

Llamaremos al conjunto uti-
lizado por Bach, “conjunto Bach-
Cantor”. La estructura de cada
etapa de la construccién del
conjunto Bach-Cantor se puede
esquematizar como XXY, don-
de X representa la estructura de
la etapa anterior y Y un espa-
cio del doble del tamafio de X
(figura 1.0).

El primer bourrée en la

Suite No. 3 para violonchelo

N
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a)

b)

c)

por Bach.

Figura 1. a) Procedimiento para la construccién del Conjunto ternario de Cantor. el cual se realiza de manera contractiva,
es decir, las partes son cada vez més pequefias, se contraen, y el conjunto siempre esta contenido en uno de tamafio fijo;
b) procedimiento expansivo para la construccién del Conjunto ternario de Cantor, el cual se realiza de manera constructiva,
es decir, las partes son cada vez més grandes, y el conjunto siempre esté creciendo; ¢) construccién del conjunto utilizado

de Bach es un claro ejemplo de
escalamiento estructural. La
forma recursiva de su estruc-
tura puede verse como el con-
junto Bach-Cantor. Examinan-
do la partitura, nos enfocamos
en el ritmo y el fraseo de la
primera seccién del primer bour-
rée. El fraseo musical se re-
fiere a la forma en que ciertas
secuencias de notas son aso-
ciadas naturalmente entre

ellas (figura 2).

Observemos que Bach usé
el patrén repetido XXy en dife-
rentes escalas, donde cada sec-
cién Y dura el doble de lo que
dura cada seccién X. La pieza
inicia con dos notas de /gy una
nota de /4, luego repite ese
patrén, y contindia con una frase
que tiene el doble de su longi-
tud, es decir de 4/4. Este mis-
mo patrén de corto-corto-largo
se repite, seguido de una se-

cuencia mas larga de 16/4.
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Andlogamente, los prime-
ros ocho compases se repiten,
dando dos secciones cortas
de 64/4, que son seguidas por
una seccién mas larga de 20
compases, es decir 80/4; pero
Bach escribi6 la pieza con
un simbolo de repeticién al fi-
nal de estos 20 compases,
es decir, hay 169/4 en este blo-
que, como el doble de 64/4
es 128/4, observemos qué pasa

después de 128/4: estos Ultimos



Figura 2. Andlisis del primer bourrée de la suite No. 3 para violoncello de
Bach. Las partes marcadas por las llaves corresponden a las repeticiones.

terminan en el doceavo com-
pas de la repeticion del segun-
do bloque, y las dos Ultimas no-
tas de /s del dicho compas
no son parte de los 128/4,
ya que el blogue inicié en ana-
cruza.

Observemos que la estruc-

tura del resto del bloque vuel-

ve a ser como la inicial: se tie-
ne dos notas de /g, seguidas
de otras dos notas de 1/, pe-
ro éstas Ultimas estén unidas

por una ligadura, asi que esas
dos notas realmente estan pen-
sadas como un tiempo de /4,
y se vuelve a repetir este patrén

seguido por un bloque de 4/a.

El anidamiento jerarquico
del fraseo XXy en el primer bour-
rée produce un patrén igual
al de la construccién del con-
junto que hemos llamado Bach-
Cantor. Notemos que la estruc-
tura del primer bourrée de la 3*
Suite de Bach se ve como
parte de la etapa 6 de la cons-
truccién expansiva del conjun-
to de Bach-Cantor, vista como
la etapa 5, seguida por una par-
te de la etapa b (figura 1.b).

Algunos violoncellistas no
tocan este bourrée con la se-
gunda repeticion; sin embargo,
al tocarlo con repeticiones cla-
ramente se percibe en su ritmo
y fraseo la esencia del con-
junto de Bach-Cantor. € 3
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