Es evidente que en las tltimas dos décadas del siglo
pasado, y hasta la fecha, ha habido una gran tenden-
cia en la matematica a realizar no solo aplicaciones,
sino a emplear esta ciencia en una gran variedad
de campos del conocimiento. El de la musica no
ha sido la excepcion, aunque ya sucedia des-
de la época de Pitagoras. En Europa, durante la
Edad Media, la musica estaba agrupada con
la aritmética, la geometria y la astronomia en
el cuadrivio. La musica no se consideraba un arte
en el sentido moderno, sino una ciencia aliada con
la matematica y la fisica (la acustica).

La teoria matematica de la musica toma ca-
da vez mas un estatus prestigioso como cien-
cia, al grado de que la revista Science publico la
investigacion de Dimitri Tymoczko sobre las apli-

caciones de ciertos espacios topologicos, llamados
orbiedades, ala musica. A pesar de lo anterior,
todavia es relativamente desconocida la
aplicacion de conceptos matematicos a

la musicologia. Para empezar, veamos un

poco lo que es la musicologia y su estado
pasado y presente. Su nombre es adopta-

do del francés musicologie para referirse al es-
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tudio escolastico de la musica. En aleman se le denomina
musikwissenschaft, que literalmente significa “ciencia de
la musica”. Hacer musicologia no es facil, pues la musicolo-
gia tradicional carece de un marco conceptual estable. Una
razon para explicar lo anterior es que en la musicologia
tradicional existe el tipico problema del “encapsulamiento”:
se da un postulado encapsulado y se impide cualquier ac-
ceso a la (presunta) complejidad escondida. En las mate-
maticas, el acceso a la complejidad es posible y su realiza-
cion da penetracion en el concepto; en el encapsulamiento
musicologico, los intentos apuntan al vacio, generalmen-
te mediante el rompimiento del flujo de la informacion por
medio de un oscuro camino que pretende ser racional, or-
namentado con metaforas. Asi, transforma un posible con-
cepto profundo en un concepto misterioso, es decir, trans-
forma la ciencia en fabula.

Afortunadamente, el cubo topografico —que explicare-
mos mas adelante— ofrece una herramienta compleja que
puede proporcionar profundidad del tipo con que se cuenta
en matematicas. Por lo tanto, la musicologia debe tener, ante
todo, libre acceso a la complejidad encapsulada: no es posi-
ble cultivar regiones del conocimiento privado e inaccesible.

Uno de los propositos de la teoria matematica de la mu-
sica es la de establecer dicho marco conceptual estable, de-

finiendo los conceptos en una forma precisa. Sin embargo,
no trataremos con la realidad completa de la musica tal y
como aparece en los contextos psicolégicos, fisiologicos, so-
ciales, religiosos o politicos. Veamos a continuacion las
actividades fundamentales relacionadas con la musica y
luego su fundamento en campos cientificos de investiga-
cion establecidos.

La musica, tradicionalmente, descansa en una conexion
fuerte entre facticidad artistica y reflexion intelectual. En
muchas ciencias, y atin en las artes, tal entrelazamiento es
un aspecto exotico, pero la musicologia tiene que tratar
con ambas, lo que la convierte en un caso muy especial.
Las cuatro actividades relacionadas con la musica son:
produccion, recepcion, documentacion y comunicacion. Las
podemos visualizar mentalmente en una figura de tetraedro
que, por supuesto, no es la tnica clasificacion posible; sin
embargo, son lo suficientemente grandes como para mos-
trar la inmensa variedad de perspectivas cuando tratamos
con la musica. Cada actividad tiene una importancia de por
si, pero s6lo cuando estan juntas es posible comprender el
fenomeno musical.

Los dominios fundamentales cientificos requeridos para
relacionar las actividades descritas incluyen la semiotica, la
fisica, las matematicas y la psicologia. Definiremos provisio-
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nalmente la musica como un sistema de signos compues-
tos de formas complejas, que pueden ser representados por
sonidos fisicos y que de esta manera median entre conteni-
dos mentales y psiquicos. Asi, se recurre a la semiotica, pues
para describir estas formas las matematicas son el lengua-
je adecuado. De igual manera, para representar dichas formas
en el nivel fisico, la fisica es indispensable, y para entender
el contenido psiquico, la psicologia es la ciencia requerida.
De ninguna forma se pretende crear un esquema reduccio-
nista de la realidad musical, sino ubicar la musicologia en
el mismo lugar que ocupa cualquier area de investigacion,
ya fuere de las ciencias naturales o de las humanidades, y
acabar con el aura de misticismo y la fuerte recurrencia a
la subjetividad que, en lo tocante a nuestro tema, se invocan
con frecuencia. Tenemos una representacion mediante el
tetraedro imaginario anterior para visualizar en forma sinép-
tica la situacion general donde puede contestarse la pregunta:
¢de qué se trata la musica?

Es fundamental enfatizar que quien emplee métodos

matematicos, 16gicos o computacionales en la musica no
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tiene que ser docto en la filosofia de la musica, pero si es
necesario que tenga una orientacion dentro de la comple-
ja ontologia de este arte. Tanto en la musica como en otras
areas del conocimiento se ha atestiguado como la precision
de las matematicas, mas un conocimiento deficiente acer-
ca de la ontologia del area de aplicacion, provoca un dogma-
tismo; injustamente, se suele responsabilizar a las mate-
maticas por este problema, en lugar de cuestionar la falta
de capacidad de hacer nexos de quien la aplica.

La teoria matematica de la musica ofrece un modelo
ontolégico con un caracter flexible y abierto a modificacio-
nes. Se intenta aportar un “sistema” de coordenadas para
localizar problemas dentro del proceso de hacer musicolo-
gia. Asi, se propone desde un principio formular un sistema
tridimensional que nos permita identificar donde vive el
concepto de la musica, y qué se conoce como topografia de
la musica. Las coordenadas son: 1) realidad; 2) comunica-
cion; y 3) semiosis. Veamos estas coordenadas con un poco
mas de detalle.

La realidad de la musica es fisica, psicologica y mental.
En el nivel fisico se trata de un fenémeno acustico, en tan-
to que en su nivel mental se trata de la partitura como una
abstraccion. Como realidad psiquica, la musica expresa los
estados emocionales de sus creadores y afecta emocio-
nalmente al escucha.

La comunicacion de la musica pasa por tres instan-
cias: el nivel del creador, o 1o que se conoce como la poie-
sis, seguido por el nivel neutral que es la obra en si. Por
ualtimo, el nivel estético del escucha es la instancia que
percibe al ser interpretada una obra. Desde el momento



en que una obra musical es creada, la existencia del crea-
dor es fija; en cambio, el nimero de escuchas e intérpretes
crece constantemente.

Como la musica es uno de los sistemas no lingtiisticos
mas desarrollados de signos, la semiosis juega un papel en
la ubicacion de su ontologia. Se enfatiza que la musica no se
interpreta como un tipo de lenguaje; al contrario, hay di-
ferencias significativas entre un sistema musical y uno lin-
gliistico. Sin embargo, se describe la semiotica de la musica
desde la perspectiva de la semiologia estructuralista de Ro-
land Barthes como una generalizacion de la teoria lingtisti-
ca de Ferdinand de Saussure. Para no desviarnos del propo-
sito de este eshozo no ahondaremos en este interesante
aspecto; sin embargo, mencionaremos que un sistema es
semidtico si se articula segtin una estratificacion fundamen-
tal de signos en su significante, significacion y significado,
donde el significante (los morfemas, o sea, la minima forma
significativa) llega a lo profundo del mensaje, el significado,
por medio de las relaciones de la significacion.

Todo lo anterior sefiala que una ubicacién ontologica de
la musica puede interpretarse como un punto en un cubo
tridimensional generado por los ejes de realidad, comuni-
cacién y semiosis; cada uno, a su vez, articulado en tres
valores: 1) realidad: fisica, psiquica, mental; 2) comunica-
cion: creador, obra, escucha; y 3) semiosis: significante, sig-
nificacion, significado.

De manera muy breve, asi es como se obtiene el cubo
topografico de la ontologia musical, que consiste en un
conjunto de 33 = 27 posibles ubicaciones topograficas
como puntos. No obstante, cualquier objeto general pue-
de ubicarse en cualquier subconjunto del cubo, y los 27
puntos son s6lo ubicaciones elementales a partir de las
cuales se componen ontologias mas complejas.

Mazzola resume contundentemente lo expuesto: “es
equivocado creer que la musica es un asunto especial de la
ciencia porque se trata de objetos que apuntan a un estrato
no mental de la realidad. La psicologia, por ejemplo, estu-
dia emociones; la fisica estudia particulas elementales. To-
dos estos objetos comparten aspectos que trascienden la
conceptualizacion humana. Pero podemos concebirlos en
un sistema cognoscitivo y modelar su comportamiento
con un éxito impresionante para nuestra capacidad de com-
prension. La musica no es ni mas ni menos accesible que
la fisica, pero tenemos que establecer un sofisticado sistema
de signos para poder aprehender su significado; el lengua-
je comun no es la herramienta para el espacio concep-

tual de la musica’.

A finales de 2002 aparecié publicado el libro de Gueri-
no Mazzola, del cual el segundo autor de este articulo tie-
ne el honor de ser uno de los colaboradores. Podemos
apreciar que el mismo titulo de la obra, The Topos of Mu-
sic, posee un doble sentido. Por un lado esta la palabra
griega topos, que significa lugar y que sugiere la ubica-
cion del concepto de la misica como un tépico, en el
sentido de Aristoteles y Kant. Por otro lado, se hace refe-
rencia a la teoria matematica de topos, que sirve para refle-
jar el sistema de signos musicales, esto es: la musica en
su faceta como un sistema abstracto cuya estructura
puede permanecer escondida a falta de un marco ade-
cuado de comprension. Este doble significado expresa, de
hecho, la intencion de unificar una profundizacion filo-
sofica con la precision de las matematicas en torno a la
musicologia. La musica estd enraizada en realidades fisi-
cas, psicologicas y semioticas, pero la descripcion formal
de las instancias musicales corresponde al formalismo
matematico.

La teoria matematica de la musica esta basada en las
teorias de modulos y de categorias, en la topologia alge-
braica y combinatoria, en la geometria algebraica y la teo-
ria de las representaciones, entre otras. Su proposito es des-
cribir las estructuras musicales. La filosofia que subyace a
ella se basa en la comprension de los aspectos de la musi-
ca que estan sujetos al raciocinio de la misma manera en
que la fisica puede hacerlo respecto de los fenémenos pro-
pios del trabajo cientifico.

Esta teoria estd basada en un lenguaje adecuado para
manejar los conceptos relevantes de las estructuras musi-
cales, en un conjunto de postulados o teoremas con respec-
to de las estructuras musicales sujetas a las condiciones
definidas, y en la funcionalidad para la composicion y el
analisis con o sin computadora.

En un magnifico
articulo panoramico
titulado “Towards Big
Science”, Mazzola cita los
elementos propuestos por
Pierre Boulez en un programa
de los afios sesentas que tiene
la intencion de que las artes
y la ciencia se reconcilien (uno di-
ria que es mas una reconciliacion de
los artistas y los cientificos). Con este
postulado, la invocacion de Boulez acerca

de la “real imaginacién” solamente puede ser
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concebida mediante la realizacion virtual (esencial) del sis-
tema complejo tedrico y practico de la musica, de sus so-
nidos y relaciones mediante la tecnologia informa-
tica de hoy.

La musica es una creacion central de la vida
y el pensamiento del ser humano: actia en otra
capa de la realidad que la fisica. Creemos que el
intento de comprender o de componer
una obra de gran envergadura en la
musica es tan importante y dificil
como el intento de unificar la gra-
vitacion, el electromagnetismo, las
fuerzas nucleares débiles
y fuertes. Lo que es seguro
es que las ambiciones son
comparables y, por lo tan-
to, las herramientas deben

serlo también.

Mazzola concuerda con Boulez en que “la musica no
puede degenerar o reducirse a una seccion de las matema-
ticas: la musica esta fundamentalmente enraizada en las
realidades fisicas, psicologicas y semioticas. Pero requeri-
mos mas métodos sofisticados, ademas de los datos em-
piricos y estadisticos para describir formalmente las instan-
cias musicales”.

En los afios ochentas, Mazzola observo que las estruc-
turas musicales son también estructuras globales que se
construyen pegando datos locales. Utilizo la seleccion de
una cubierta tipo atlas, la cual es parte del punto de vista en
el sentido de Yoneda y Adorno. Los mapas se llaman “com-
posiciones locales” y consisten (vagamente) en subcon-
juntos finitos K de modulos M sobre un anillo R. Estos
mapas K se pegan y comparan mediante isomorfismos de
los modulos subyacentes. Tales objetos globales, los cuales
generan diferentes categorias, se llaman composiciones
globales. Estos son los conceptos estudiados en lo que
ahora se conoce como la teoria matematica clasica de la
musica.

Mazzola menciona tres paradigmas mayores de las
matematicas y la musicologia que se han desarrollado du-
rante los 150 afios en que su evolucion ha sido paralela, y
en que la presencia de las matematicas sobre la musica ha
crecido. Estos son: las estructuras globales, las simetrias,
y la filosofia de Yoneda. La primera quiere decir, en pala-
bras, que las estructuras localmente triviales se pueden
juntar en configuraciones estéticas validas si éstas se pe-
gan de una manera no trivial. La segunda se refiere a las
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simetrias (y los fractales) que son utilizadas en la composi-
cion. Simetrias de este tipo aparecen también en la natura-
leza y en las matematicas, y desempenan un papel crucial
en la fisica moderna.

En cuanto a la tercera, la filosofia de Yoneda, ésta dice
que para comprender un objeto hay que dar vueltas alre-
dedor de él. Esto quiere decir: el entendimiento mediante
el cambio de perspectiva. En matematicas, el lema de Yo-
neda tiene importantes aplicaciones en algebra homologi-
ca, en topologia algebraica y en geometria algebraica, solo
por mencionar algunas. Dice que un objeto matematico
puede clasificarse salvo isomorfismo por su funtor. En mu-
sica, la partitura es solamente su primera vista, y junto con
todas sus interpretaciones se constituye su identidad.
iQué maravilloso punto de vista tanto para el intérprete
como para la audiencia! Deja de lado la estéril competen-
cia entre el arte y la ciencia (como si se tratase de juegos
olimpicos).

En su articulo “Status Quo 2000” (que fue presentado
en México durante una espléndida exposicion plenaria
ocurrida en Saltillo hace diez afios), Mazzola explica por
qué el acercamiento mediante su modelo tedrico geomé-
trico de ese tiempo evolucion6 a un marco que es apro-
piado para muchos problemas musicales. Este nuevo
marco esta basado en matematicas mas sofisticadas, como
la teoria de topos.



Abrimos un paréntesis para mencionar un poco acerca
de la teoria de topos. Siguiendo la inmejorable y bella in-
troduccion de Mac Lane-Moerdijk en su libro sobre gavillas
en geometria y logica, el aspecto mas sobresaliente de la
teoria de topos es el de unificar dos campos de las matema-
ticas que en apariencia son completamente distantes: por
un lado la topologia y la geometria algebraica, y por otro, la
logica y la teoria de conjuntos. Un topos puede conside-
rarse como un “espacio generalizado” y a la vez como un
“universo generalizado de conjuntos”. Esta idea surgi6 en
1963, independientemente de los trabajos de Grothen-
dieck (reformulacién de la teoria de gavillas para geome-
tria algebraica), de Lawvere (en su busqueda por axiomati-
zar la categoria de conjuntos) y de Paul Cohen (en el uso
del forcing para nuevos modelos de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel).

Vagamente, una gavilla de grupos abelianos A sobre un
espacio topologico X es una familia de grupos abelianos Ax,
parametrizados por los puntos x en X de una manera conti-
nua adecuada. Para Grothendieck, la topologia se convir-
tio en el estudio (la cohomologia) de las gavillas, y las ga-
villas “situadas” en una topologia de Grothendieck dada,
forman un topos, llamado topos de Grothendieck. Las cate-
gorias (1945) y los funtores adjuntos (1957) entre ellas son
el lenguaje para entender la teoria de topos. Una referencia
para los conceptos de categoria, funtor, transformacion
natural y de adjunto izquierdo es el libro sobre algebra
homologica escrito por uno de los autores de este texto.

Las categorias, inicialmente una manera adecuada para
formular sucesiones exactas, la “caza de elementos en dia-
gramas’ y la homologia axiomatica para la topologia adqui-
rieron vida independiente y se convirtieron en un objeto
de estudio en si mismas. Una muestra de ello es que, en
1963, Lawvere se propuso establecer un fundamento pura-
mente categorico de todas las matematicas, comenzando
con una axiomatizacion apropiada de la categoria de con-
juntos, reemplazando el concepto de pertenencia con el de
composicion de funciones.

Casi al mismo tiempo, Tierney observo que el trabajo de
Grothendieck podia conducir a una axiomatizacion del es-
tudio de gavillas. Después, trabajando juntos, lograron una
axiomatizacion efectiva de las categorias de gavillas de con-
juntos (y en particular de la categoria de conjuntos) por
medio de una formulacion adecuada de las propiedades del
tipo de los conjuntos. Asi definieron, de una manera elemen-
tal, sin suposiciones acerca de los conjuntos, el concepto de
topos elemental. La definicion original se transformo en una

axiomatizacion de una hermosa y asombrosa simplicidad:
un topos elemental es una categoria con limites finitos, ob-
jetos funcion YX (definidos como adjuntos) para cualesquie-
ra dos conjuntos XY y un objeto potencia P(X) para cada
objeto X; por supuesto, se requiere que cumplan ciertos axio-
mas basicos (invitamos al lector a adentrarse en este mara-
villoso tema en el libro antes referido).

Mazzola propone una clasificaciéon de objetos musica-
les, esto es, plantea que “existe un esquema algebraico cu-
yos puntos racionales representan ciertas clases de isomor-
fismo de composiciones globales. Clasificar implica la tarea
de comprender totalmente un objeto. Este es el lema de
Yoneda en su completa implicacion filosofica”. El compren-
der una obra de arte es, a fin de cuentas, sintetizar todas sus
perspectivas interpretativas.

Para los fines del programa de clasificacién mazzoliano
se cre6 el marco conceptual de la teoria de formas y de-
notadores, que a continuacién describimos de manera su-
cinta e informal (para mads detalles se puede consultar la
obra referida y las tesis de maestria de Mariana Montiel y
de Octavio Agustin Aquino). La teoria de formas y denota-
dores es “hilomoérfica”, en el sentido de que lo real es una
conjuncion de forma y sustancia. En otras palabras, cada
punto debe cargar con su espacio para poder comprender-

lo. Dicho de otra manera, una “forma” es como el molde don-
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de se inyecta la sustancia de los puntos, donde los puntos
corresponden a los “denotadores”; para que el denotador
tenga algun significado, no basta con saber de qué esta he-
cho, sino también qué forma tiene (!).

De manera un poco mas precisa, una forma es una suer-
te de espacio generalizado, que puede ser de tipo simple
(Simple), potencia (Power), limite (Limit), colimite (Colimit) o
sinénimo (Syn). Estas corresponden a las construcciones
esenciales de las matematicas: los espacios en si (Simple) o
sus multiples interpretaciones sinénimas (Syn), los conjun-
tos potencias de dichos espacios (Power) o sus productos y
coproductos (Limit y Colimit). Otro componente de una
forma es su “identificador”, que es una transformacion na-
tural I que va del funtor espacio F al funtor marco X; el
identificador nos indica como debemos “ver” el denotador
en el espacio de la forma.

Dicho esto, un denotador esta integrado por la forma en
que se encuentra, un modulo que es su “domicilio” y sus
“coordenadas”. El domicilio es un médulo M en el que de-
bemos evaluar al funtor espacio F de la forma (es decir, el
domicilio nos dice donde debemos pararnos para ver el de-
notador) y las coordenadas son un elemento de F(M). En
otras palabras, sefala el punto exacto que debemos ver.

Un aspecto de motivaciéon fundamental para el desarro-
1lo del concepto del denotador es la navegacion, que es-
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bozaremos brevemente. El conocimiento consiste en dos
elementos fundamentales: informacion y organizacion
mental. La informacioén sola, sin un sistema de “coordena-
das” que permita ubicarla y recogerla cuando sea necesa-
rio, no es conocimiento. Por este motivo, el paradigma de
la informacion puramente digital, Z2, ({0,1}, “encendido” y
“apagado”, etcétera) nada tiene que ver con el conocimien-
to. Es asi que se precisa de un sistema de conceptos que
provea un método completo de “navegacion” y que fun-
cione en un espacio de conceptos exhaustivo. El proble-
ma estriba en como realizar una arquitectura tal de con-
ceptos sin que se pierda rigor y confiabilidad. El denotador
pretende ser la solucion a este planteamiento.

El espacio del conocimiento enciclopédico (o “enciclo-
espacio”) se plantea como la actualizacion del concepto
tradicional de enciclopedia (del griego enkyklos paidea =
enseflanza en circulo), originalmente desarrollado por Di-
derot y D’Alembert en el Siglo de las Luces. Con el adve-
nimiento de la computadora personal, esta actualizacion
exige un dinamismo en la estructuracion de datos en el es-
pacio-tiempo, en contraposicion al contexto estatico de an-
tes, asi como una relacion interactiva con esta estructura-
cion de informacion. Asimismo, el orden alfabético de la
enciclopedia clasica, adecuada para sus volumenes de tex-
tos, se generaliza a la orientacién que impone la navegacion
(de navigare y este de navis = nave, y agere = agitar, ori-
ginalmente una actitud activa y no pasiva). En este sen-
tido, el orden alfabético, adecuado para la enciclopedia de
la sala, tiene que ser complementado por 6rdenes relacio-
nados con presentaciones de datos que no son textos (es-
pacios geométricos, colecciones de conjuntos, etcétera). La
navegacion tiene dos vertientes: navegacion receptiva,
mas apegada a la enciclopedia clasica, en la que el enciclo-
espacio no se modifica; y navegacion productiva, donde hay
interaccion con el encicloespacio y se agrega conocimien-
to al ya existente.

Hay tres caracteristicas de la enciclopedia que son, en
realidad, principios de la tipologia de formatos universa-
les de datos: unidad, completez discursividad. A cada uno
de estos principios le corresponde un aspecto en el deno-
tador. La unidad en la creacion de conceptos se realiza por
medio de construcciones recursivas; la completez se logra
por la ramificacién extensiva de estas construcciones y la
discursividad se tiene por la libre construccion y recombi-
nacion de denotadores. En contraposicion con los sistemas
comunes de bases de datos, en el trabajo con denotadores no
hay ningtn conjunto fijo de posibles construcciones.



Los denotadores permiten describir los objetos musica-
les y estan concebidos de acuerdo con los criterios de nave-
gacion en el encicloespacio; por lo tanto, en su definicion
interviene la metodologia de navegacion, incluyendo la na-
vegacion matematica (la fundamentacion filoséfica de este
concepto, asi como su formalizacion, esta fuera de los al-
cances de este articulo, por lo que se invita al lector a con-
sultar el libro de Mazzola).

Teoria de la Interpretacion

La parte mas fascinante de la teoria matematica de la mu-
sica la constituye la teoria de la interpretacion musical
(presentamos un conciso esbozo para dejar al lector una
nocion sobre la interpretacion). Mazzola afirma en sus ar-
ticulos que “la musica ha sido estudiada desde el punto de
vista de la estética y la psicofisiologia”. El trabajé en desarro-
llar una teoria de la interpretacion que describe las estruc-
turas y los procesos que definen una interpretacion, pues
“sin las herramientas adecuadas, la teoria de la interpreta-
cibn permanecera como una rama de la literatura en el espi-
ritu de la critica musical”. La posibilidad de exhibir varie-
dades algebraicas gramaticales en la interpretacion tiene
consecuencias profundas para el problema de la clasificacion

de las interpretacio-

nes. Asi, el criticismo
comparativo se con-

vierte en un campo pre-

ciso de investigacion y no

mas en un sector de la literatura.

La interpretacion es una transformacion no trivial de
la realidad mental de una partitura a la realidad fisica de una
realizacion acustica y, en el limite, una realizacion gestual.
Se crea un modelo de transformacion de las estructuras lo-
cales y globales y se “modela la realidad mental” en la in-
terpretacion.

La teoria de la interpretacion es un punto de inflexion
en toda la teoria de topos en la musica. La interpretacion
tiene que ver con la transformacion de estructuras men-
tales en estructuras fisicas. Esto es lo que tradicional-
mente sucede en un concierto en el que los artistas estan
realizando una interpretacion en los instrumentos fisi-
cos, incluyendo toda la riqueza de los recursos humanos
de expresion a nivel gestual, emocional o estructural de
los parametros fisiologicos, sociales y fisicos.

Evidentemente, una teoria global de la interpretacion
esta fuera de nuestro alcance, mas atin cuando los com-
ponentes principales ni siquiera han sido abordados en
un nivel cientifico. Por ejemplo, no hay un entendimien-
to de la transformacion emocional por la musica. Se sabe
algunos hechos muy elementales, por ejemplo, los rela-
tivos al impacto emocional de los intervalos del contra-
punto en el cerebro emocional. También en el nivel de los
factores clave en la calidad de una interpretacion se sabe
muy poco, por ejemplo, sobre el papel de los parametros
instrumentales en la comunicacion de contenidos musi-
cales. Peor auin: no hay ni siquiera una teoria de la inter-
pretacion comuinmente aceptada, es decir, una teoria que
trate de la precision ni una descripcion general de lo que es
una interpretacion en su forma mas elemental. Por ejem-
plo, la discusion del tempo atin no ha sido llevada a un punto
de aceptacion general de lo que éste puede ser, incluyendo
un desacuerdo fundamental sobre sus ramificaciones je-
rarquicas.

Uno de estos debates pudo germinar en torno a la
distincion entre el tiempo mental (simbélico, 16gico o como
desee llamarse) y el tiempo fisico. Ingenuamente, el tiem-
po mental, tal como se encuentra en la notacion de parti-
tura, se ve como algo discreto que se codifica en los ente-
ros o en algin submodulo de los nimeros reales, mientras
que el tiempo fisico se parametriza por medio de la linea
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recta completa de los nimeros reales. El tiempo métrico
es en si mismo infinitamente divisible: no hay un limite
inferior para duraciones positivas mentales, pues nunca se
ha previsto; el tiempo métrico es topologicamente denso,
y no un subconjunto discreto del campo de los nimeros
reales.

Otros malentendidos que circulan en ambientes
musicolégicos mantienen que el tempo es una transforma-
cion localmente constante, es decir, una transformacion
escalon, al igual que las teorias de la Edad Media de la
velocidad en el espiritu de Oresme. El descomponia mo-
vimientos acelerados en una sucesion de movimientos
uniformes. Quiza por todo lo anterior es que la interpre-
tacion es uno de los temas méas complejos en musicolo-
gia. Abarca todo tipo de consideraciones relativas a las
tres realidades basicas: 1a fisica, la mental y la psicologica.
Pero mas alla de esta diversidad ontoldgica, la interpreta-
cion es de caracter estructural sofisticado e involucra la
geometria diferencial, las ecuaciones diferenciales ordi-
narias y parciales.

Es cierto que la investigacion en interpretacion se en-
cuentra en su fase inicial, en particular con respecto del
alto nivel de los artistas intérpretes. Pero ello no es una bue-
na razon para abreviar el camino cientifico con el riesgo
de la incomprension de la belleza y la complejidad de la
interpretacion y caer en alguna grieta, como
simplificar demasiado. Hay una dicotomia
de realidades, comunicacion y niveles se-
manticos entre una partitura y sus inter-
pretaciones. Mazzola expone los hechos y
sus consecuencias para una teoria de la in-
terpretacion en comparacion con la teoria
de la musica mental. Interpretar es mas que
simplemente tocar un instrumento “como
cae”; al respecto, los musicos siempre se
refieren a una partitura interior. El con-
cepto de una partitura se utiliza aqui en su
sentido genérico, es decir, una partitura
genérica es cualquier material escrito, ima-
ginado o concebido para la ejecucion de
una composicion musical. En la musica cla-
sica europea o japonesa, por ejemplo, una
partitura se realiza como una estructura de
denotador de forma mas o menos comple-
ja. El musico de jazz, por ejemplo, sigue las
pautas de accién y reaccion y las normas de
acuerdo con esquemas del blues, 1a impro-
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visacion y los diccionarios individuales de elementos mo-
tivicos, ritmicos y armonicos.

Mazzola propone la siguiente definicion informal
pero fiable: “la interpretacion es la realizacion fisica
de una concepciéon mental de una partitura genéri-
ca”. Asi, dejamos el significado de “interpretacion”
abierta en su entendimiento comun, pero inclui-
mos, y esto es un tema central en el discurso
posterior, la interpretacion en el sentido técnico de
interpretaciones de composiciones locales. También
hacemos hincapié en el atributo genérico “fisica”, que
incluye la realizacion acustica, pero no excluye otros para-
metros de la interpretacion, tales como la dinamica gestual
de un artista intérprete.

Sin embargo, como ya se menciono, si excluimos para-
metros psiquicos de la interpretacion, lo cual significa una
interpretacion estrictamente fisica, obsérvese que ésta sub-
sume estratos medios tecnologicos intermedios como un
subsistema especial de realizacion fisica.

Existe 1a necesidad a priori de la interpretacion infinita.
La argumentacion se relaciona con el analisis infinito, de-
bido a la filosofia de Yoneda y de su comunicacion sobre el
nivel de retdrica de una interpretacion expresiva. El proble-
ma fundamental aqui es muy comun: ;por qué se necesita de
la interpretacion infinita? Estamos hablando de interpreta-

ciones o actuaciones reales en los concier-
tos de verdad. ;Necesitamos conciertos, reci-
tales y grabaciones, una y otra vez? ;Por qué?
¢No podria llegar el momento en que se to-
quen todas las interpretaciones relevantes
en un momento dado, y que todas las inter-
pretaciones sucesivas estén condenadas a
la existencia como variantes superfluas del
arsenal de interpretaciones basicas?

Una composicion musical, tal como esta
delineada en una partitura y en un denota-
dor asociado, es aparentemente un objeto
finito, de modo que seria una consecuencia
l6gica de esta finitud que el infinito no esté
inscrito en una composicion musical y en
su interpretacion. Por tanto, tenemos dos
preguntas: ;hay una infinidad sustancial
en la variedad interpretativa de una parti-
tura dada? Y, si éste es el caso, ;hay una
infinidad de interpretaciones asociadas?, y
;por qué estas tienen un sentido para el

oyente o para el artista?



La primera pregunta es facil de contestar: si, hay una

infinidad de interpretaciones de un determinado deno-

tador de partitura finito. Mazzola lo demostro en la

discusion sobre las interpretaciones iteradas. Se tra-

ta de una respuesta afirmativa en el nivel mental,

y uno puede facilmente agregar una infinidad de

evaluaciones de dicha interpretacion finita o infi-

nita, por ejemplo en el nivel del ritmo, el analisis

de los motivos y el armonico. Uno puede también

enriquecer las posibilidades de ver una interpreta-

cion dada por la variacion del domicilio, una técnica que

evoca el lema de Yoneda, por supuesto, pero que también

esta muy concretamente desarrollada en el contexto de las
topologias de armoénicos.

El punto es que las categorias de “entendimiento” de
una composicion musical (finita) son de un caracter infini-
to en muchos aspectos, y no hay ninguna razon para cla-
mar comprension total de cualquier argumento de tipo fini-
to. Asi, la expresion del contenido mental se basa en un
arsenal infinito: la interpretacion transmite un mensaje
infinito.

Pero el infinito en la interpretacion también viene de
un segundo punto de vista: la interpretacion es inevitable-
mente un experimento en el entendimiento, en el avan-
ce de la comprension. La realizacion de una pieza de mu-
sica en los espacios fisicos crea un punto de vista, un vuelo
por un paisaje virtual que puede aportar una nueva com-

prension de los actores involucrados, los puntos de vista
que no se prevén sino que surgen de un angulo visual
particular de un “vuelo de interpretacion”. Tal experien-
cia es un experimento mental y, como tal, es una investi-
gacion creativa, no sélo una actividad reproductiva en
aras de la coherencia social y la psicohigiene.

Al igual que con la labor analitica, la tarea de la inter-
pretacion también se compone de subtareas locales que
constituyen los morfemas de las transformaciones de la in-
terpretacion. En una primera aproximacion, una interpre-
tacion p podria verse como una transformacion de conjun-
tos que asocia a cada elemento X de una composicion local
(en una partitura o de forma relacionada con una partitu-
ra) un evento fisico, codificada por un elemento x = p (X)

en una segunda composicion local cuyos parametros se re-
fieren a una forma de significacion fisica.

La coherencia de esa transformacion de la interpretacion
es, sin embargo, muy raramente un problema global. Por
ejemplo, el tempo puede cambiar en forma instantanea por
la indicacion istesso tempo, obligando al artista a reiniciar
desde el tempo inicial después de una deformacion por de
una secuencia en las indicaciones agogicas. De otra forma,
las manos izquierda y derecha pueden seguir tempos sepa-
rados, a excepcion de algunos puntos de encuentro donde
los inicios deben coincidir (en un rubato de Chopin, por ejem-
plo). Enlamusica orquestal la afinacién es una transforma-
cion del instrumento, a pesar de que toda la obra estd consig-
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nada en una misma partitura orquestal. También puede
ocurrir que la interpretacién local de un adorno (un trino
complicado, por ejemplo) es una transformaciéon que mol-
dea y actua independientemente de las funciones que mo-
delan los acontecimientos vecinos del ornamento. Por lo
tanto, observamos una estructura global, un mosaico de fun-
ciones de mapas locales, muy parecidas a morfismos en
composiciones globales.

Los campos vectoriales de la interpretacion son el na-
cleo de la teoria de la interpretacion. Lo que representa
cada campo vectorial da lugar a una interpretacion local
determinada. A pesar de que los campos de interpretacion
no se reconocen como tales en la musicologia y en la inves-
tigacion tradicional de interpretaciones, aparecen de una
manera totalmente natural en el contexto tradicional como
tempo, entonacion y dindmica. Mazzola da cuenta de este
hecho basico. Toma una mirada mas cercana a la articu-
lacion y otros parametros de sonido (aparte del inicio,
intensidad y volumen que se utilizan para el tempo, la
entonacion y la dinamica), revelando que los campos de
interpretacion deben verse dentro de un enfoque bastante
general. Define una configuracion formal y, a fin de pro-
porcionar una comprensiéon mas profunda del proceso de

significacion semiética de campos de interpretacion, revisa
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las filosofias de la interpretacion de Theodor W. Adorno,
Benjamin y Diana Raffman.

Los conceptos de tempo, entonacion y dinamica son
conceptos oscuros en la musicologia tradicional, y 1o que se
hace es dar la precision expresiva a la par de la negacion
de explicitud formal. Efectivamente, el tempo es uno de
los factores mas conocidos de la interpretacion. Sin em-
bargo, su conceptualizacion es oscura y estd muy lejos de
estandarizarse entre los musicos y cientificos de la inter-
pretacion. En el libro de Mazzola se analizan las teorias
mas recientes, asi como sus deficiencias. Se demuestra
que el tiempo es un concepto local cargado de una gran
cantidad de semantica, y se procede al filtrado de la se-
mantica de la estructura de datos. Después de eso, se da
una definicion precisa del tempo como un campo de in-
terpretacion de una sola dimension en el eje del tiempo.
Cualquiera que sea la expresion concreta, el tempo se re-
fiere a la transformacion de los inicios mentales en ini-
cios fisicos.

En tal situacion, los morfismos tangentes se extienden
a morfismos diferenciables con derivadas continuas posi-
tivas en cada punto. Las curvas del tempo asociadas a tales
morfismos diferenciables son las funciones continuas posi-
tivas cuyos valores son las derivadas inversas en todos los
puntos en un intervalo abierto que contiene los puntos. Se
puede proceder de manera completamente analoga para la



entonacion y la dinamica, y representarlos como campos de
interpretacion unidimensionales con valores de frecuencia
e intensidad de los sonidos fisicos. Es curioso notar que es
mucho mas aceptado por los musicologos el que la dindmi-
ca es un fenémeno continuo cuando se compara con el tem-
poy la entonacion (invitamos al lector a adentrarse en las
diversas areas de estudio como la teoria de la interpretacion
inversa, las topologias para el ritmo y motivos, la semantica
expresiva y otros en el libro de Mazzola).

Los campos vectoriales del tempo, la entonacion y la

dinamica son casos especiales de una sola dimension de

los campos de interpretacion. También se trata el ambito
de la interpretacion, a priori, de dos dimensiones del tem-
po y articulacion, y se establece una definicién rigurosa
del concepto de campo de interpretacion.

Adorno y Benjamin han asociado la adecuacion interpre-
tativa con una actividad de “precision infinitesimal”. Se ve
que su lenguaje sugiere el lenguaje de campos vectoriales,
aunque no aparece de forma explicita en estos autores. Asi,
la formalizacion matematica es una herramienta indispen-
sable para acceder a la “inefabilidad” que conlleva la sutile-

za infinitesimal de las interpretaciones musicales.

Octavio A. Agustin Aquino

Emilio Lluis Puebla

Facultad de Ciencias,

Universidad Nacional Auténoma de México.
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AN INVITATION TO THE MATHEMATICAL THEORY OF MUSIC
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Resumen: En este articulo se ejemplifica cémo la mateméatica de mas alto nivel se emplean para explicar los fenémenos musicales. Se esboza la teorfa de la interpre-
tacién asf como la armonia y el contrapunto.

Abstract: This article examines how advanced mathematics is used to explain musical phenomena. It outlines a theory of interpretation as well as harmony and counter-
point.
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