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Resumen

En este trabajo se presenta una adecuacion al método de Buzacott y
Shanthikumar (1993) para calcular analiticamente las propiedades de siste-
mas de lineas de espera tipo M/G/1/K y arreglo en serie. Se realizaron prue-
bas de validacién empleando simulaciény se observé que, conlamodificacion
propuesta, el método tiene un grado de exactitud aceptable para obtener las
propiedades de sistemas M/G/1/K en serie, con lo que se puede considerar
como una alternativa a otro método propuesto en la literatura para dicha
clase de sistemas. Al ser un procedimiento que requiere menos calculos, es
de gran utilidad para responsables en la toma de decisiones, que requieren
implementar herramientas para analizar el desempefio de sistemas de lineas
de espera en ambientes de produccién y servicios.

Abstract

We propose a modification to the Buzacott & Shantikumar (1993) method to evalu-
ate the properties of M/G/1/K queues with series arrangement. We made several
tests and compared with simulation to validate the results. We observed that, with
the proposed modification, the method has an acceptable level of exactitude. It can be
considered an alternative calculation to other methods in the literature. The fact that
this method requires less computational effort, can be useful to practitioners and
managers that require tools to analyze the performance of systems in production and
services areas.

Descriptores:

* lineas de espera

e analisis

* descomposicion

* buffer

* estaciones miiltiples
* arreglo en serie

Keywords:

* queue

* decomposition
* buffer

* multistation

* series



Propiedades de sistemas tipo M/G/1/K con estaciones en serie

Introduccion

Aunque no siempre evidente, las filas o lineas de espera
que se forman ante una estacion o servidor son parte de
las propiedades de cualquier sistema, sea de produc-
cidén, manufactura o de servicios. En la administracion
de un sistema, es frecuente tomar decisiones tomando
como base la perspectiva de reducir en lo posible los
costos asociados con la espera por parte de los clientes.

El estudio de las lineas de espera se relaciona con la
cuantificacién del fenémeno de esperar a ser atendido,
por medidas de desempefio representativas, tales como
el nimero promedio de clientes esperando ser atendi-
dos, tiempo promedio de espera en la fila o el uso pro-
medio de la instalacion.

Problema

El estudio y analisis de los sistemas de lineas de espera
requiere métodos y modelos para calcular sus propie-
dades con un alto grado de exactitud; de especial inte-
rés son los sistemas con estaciones en serie y capacidad
limitada en la linea de espera (comunmente llamado
buffer). Esta clase de sistemas son comunes en practica-
mente cualquier &mbito, por ejemplo, en los sistemas
de manufactura y produccion existe por lo general un
espacio destinado al almacenamiento de piezas o lotes
que seran procesados en los equipos, este inventario se
mantiene para que en caso de que una estacion detenga
su produccidn, la siguiente estacion en la linea no deba
parar por falta de suministro. Si el buffer de una maqui-
na se encuentra lleno, entonces la estacion anterior de-
tiene su produccion hasta que exista espacio suficiente
para recibir al menos una unidad de produccién (Buza-
cott y Shanthikumar, 1993).

Si se suponen tiempos exponenciales, o bien tipo Er-
lang, entonces se pueden utilizar cadenas de Markov
para obtener los valores exactos de las propiedades de
estos sistemas, sin embargo el niumero de estados crece
de manera explosiva y por lo tanto las cadenas son poco
practicas. Otro medio son las aproximaciones por ecua-
ciones y modelos analiticos.

Para el caso en donde el tiempo de servicio en la es-
tacién es de tipo Markoviano existen modelos analiti-
cos conocidos, sin embargo, cuando el tiempo de
servicio de las estaciones es no-Markoviano (M/G/1/K
segun la notacion Kendall), el calculo de las propieda-
des se dificulta por la carencia (al menos hasta hace al-
gunos afos) de modelos analiticos y expresiones para
realizar el analisis de dicha clase de sistemas. Para su
estudio, lo comuin era recurrir a modelos de simulacién
para caracterizar y analizar dicha clase de sistemas,

dada la carencia de modelos analiticos para aproximar
sus propiedades. Con esta perspectiva, este trabajo tie-
ne como objetivos:

1. Presentar una adecuacién a un método conocido,
que permite calcular analiticamente las propiedades
de sistemas M/G/1/K en serie.

2. Validar y cuantificar el grado de exactitud del méto-
do con las adecuaciones propuestas.

Antecedentes

Los métodos desarrollados para el calculo de las pro-
piedades de sistemas de lineas de espera M/G/1/K con
varias etapas o estaciones dispuestas en serie, se pue-
den encontrar en: Hillier y Boling (1967); Takahashi et
al. (1980) en donde se utiliza el enfoque de Jackson de
redes de lineas de espera; en Perros y Altiok (1986) y
Gershwin (1987), donde se utilizan cadenas de Markov,
en Kerbache y MacGregor (1987); en MacGregor y Das-
kalaki (1988) en donde proponen el método de expan-
sion generalizada (GEM); en Tan y Yeralan (1997) que
emplean programacion lineal, y Van et al. (2005) donde
emplean descomposicion. Finalmente, en los libros de
Buzacott y Shanthikumar (1993); Altiok (1996); Curry y
Feldman (2011) se pueden encontrar los respectivos
procedimientos.

En los trabajos mencionados los supuestos son: un
solo servidor, llegadas de clientes tipo Poisson, y tiem-
pos de servicio exponenciales para realizar el analisis.
Para el caso de los tiempos de servicio generales (G)
solo se reportaron casos resueltos muy pequefios como
por ejemplo en Pollock et al. (1985), esto se debe a que
aun no se obtenian ecuaciones que fueran faciles de ma-
nipular y que permitieran aproximar el nimero de
clientes en el sistema, probabilidad de bloqueo y tiem-
po ciclo de esta clase de sistemas; en consecuencia se
debia recurrir a modelos de simulacién para determi-
nar estas propiedades (tabla 1 para la notacion y la rela-
cién de simbolos empleados).

En el trabajo de Gelenbe (1975) se reporta una ecua-
cion para aproximar el tamafio de una linea de espera
con buffer frente a una estacién y tiempos de servicio
no-Markovianos, sin embargo es poco practica como
medio analitico; en realidad es con el trabajo de Kimura
(1996) donde hay un gran avance, ya que se desarrolla
una ecuacién para calcular el tamano del buffer en un
sistema con servicio general, la cual es muy practica. El
siguiente paso lo da MacGregor en 2004; retoma la pro-
puesta de Kimura y desarrolla las ecuaciones respecti-
vas para aproximar el numero de clientes en el sistema,
la probabilidad de bloqueo y la probabilidad de que la
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estacion se encuentre desocupada, para el caso en don-
de los tiempos de servicio son no Markovianos.

Es importante resaltar que las ecuaciones referidas
en el parrafo anterior requieren como parametros la
congestion del sistema (p), el tamafio del buffer (K) y el
coeficiente de variacion cuadratico del servicio de la es-
tacion ( CVé ) (tabla 1), en donde este ultimo es una me-
dida de la variacion del servicio que proporciona una
estacidn; se calcula como sigue:

2
O.
Vis—— M

" (e[n))

El coeficiente de variacion cuadratico del servicio es la
relacion de la varianza del tiempo de servicio (o7 ) y el
cuadrado del valor esperado del tiempo de servicio
(EITS])

Con los resultados de MacGregor fue posible exten-
der el GEM a los sistemas M/G/1/K'y M/G/c/K con esta-
ciones en serie y realizar el calculo y caracterizacion de
sus propiedades. En la serie de trabajos de Cruz y Mac-
Gregor (2007); Cruz et al. (2008) y Van et al. (2010) se han
reportado de manera muy completa las caracteristicas

Tabla 1. Notacion y simbolos utilizados

de sistemas M/G/1/K y M/G/c/K; cabe resaltar que esto
ha permitido desarrollar métodos heuristicos para la
solucion analitica de otro problema conocido como
problema de localizacion del buffer (BAP).

El método de expansion generalizada (GEM) es un
procedimiento de descomposicion que consta de tres
fases:

1. Reconfiguracién de la red de estaciones.
2. Estimacién de parametros.
3. Eliminacion y actualizacion hacia atras.

Se trata de un método en donde el paso mas importante
es la reconfiguracion, ya que el sistema original se mo-
difica agregando una estacion o nodo ficticio antes de
cada estacidn, el cual sirve para modelar el bloqueo de
dicha estacion. Una vez realizada la expansion, el si-
guiente paso es calcular las propiedades de cada esta-
cién o nodo (incluyendo los ficticios).

Un inconveniente del método GEM es la adiciéon de
nodos nuevos, lo que aumenta la cantidad de calculos.
Se recomienda consultar Kerbache y MacGregor (1987);
MacGregor y Daskalaki (1988) para una descripcion
completa de dicho método.

La aportacion de este trabajo es mos-
trar el calculo analitico de las propieda-

des de sistemas M/G/1/K en serie,

K Espacio de almacenamiento disponible fuente a la estacion ,
(Buffer) empleando el método de Buzacott y
k Parametro de forma de la funcién de distribucion gamma Shanthikumar (1993) y las ecuaciones
EI[T,] Valor esperado del tiempo de servicio de la estacion report.ardas en M.aC,Gregor; usando SF
. . . l mulacion se verificé el grado de exacti-
L, Numero de clientes promedio formados frente a la estacion ,
L N de client di 1 sish dice de estacid tud, el cual resultd ser aceptable; el
umero de clientes promedio en el sistema indice de estacion . .
-~ . P método de Buzacott y Shanthikumar
i Indice de estaciéon . . .
) ) tiene la ventaja de que requiere menos
m Numero total de estaciones o maquinas calculos (no es necesario agregar no dos
Pk Probabilidad de bloqueo de la estacién (Biiffer lleno) nuevos para modelar el bloqueo) y es
Po Probabilidad de que la estacién se encuentre vacia viable su implementaciéon como planti-
M Sistema markoviano lla de hoja de célculo, lo cual en térmi-
G Sistema no Markoviano o general nos practicos es muy importante en
e Ntimero natural = 2.7182 ambientes sumamente dindmicos que es
¢ Ntmero de servidores lo comuin en la vida real.
s Tasa de llegadas
i tasa de servicio Formulas para el cdlculo de p,, pyy Ls
p Congestion del sistema, A/ p en sistemas M/G/1/K
o7 Varianza del tiempo de servicio Como se comentd, Kimura propuso en
Hig Tasa efectiva de salida dela estacion i 1996 una ecuacién para Calcular el tama-
0 Parametro de escala de la funcién de distribucién gamma fio del buffer para sistemas con tiempos
1, Tasa efectiva de llegadas a la estacién i de servicio generales, MacGregor (2004)
o2  Coeficiente de la variiacion cuadratico del tiempo de retoma y modifica esta formula de ma-
cv; =1 L 7 servicio nera empirica; ademas ahi se proponen
* (E[T{]

las ecuaciones para aproximar los valo-
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res de la probabilidad de bloqueo de la estacion y el
numero promedio de clientes en el sistema. Para el caso
de la probabilidad de bloqueo p, la ecuacion es la si-
guiente:

P (1-p)
P = 1 (2a)

donde los términos 3, y 3, tienen las siguientes expre-
siones

p :(ﬁcvé ~Jp+2K)
' (2+J;cv;5 ~Jp) (2b)

p :(1+ﬁcvg ~Jp+K)
2 2edocvi-Vp) o

La probabilidad de que el sistema se encuentre vacio p,
se calcula con la siguiente expresion

o ®)

donde (2c) corresponde al término (3,. Se debe sefialar
que, como informacién, se requieren el cuadrado del
coeficiente de variacion del servicio y la congestion del
sistema (tabla 1). Para el caso del numero de clientes en
el sistema (L), ver la ecuacion 4.

En este caso, es necesario contar con el parémetro de
congestion del sistema (p), la probabilidad de bloqueo
(py) v el coeficiente de variacion cuadratico del servicio
de la estacion (CVT?S).

Método de descomposicién para sistemas en serie

A continuacion se muestra el método de descomposi-
ciéon propuesto por Buzacott y Shanthikumar (1993)
para calcular las propiedades de sistemas de M/M/1/K
en serie. El método calcula de manera recursiva las pro-

p[ln(%)+pk ln{% pp) J

oo

piedades de un sistema formado por las estaciones m,
m-1, ..., 2, 1. La maquina m nunca esta bloqueada y la
maquina 1 nunca sufre de escasez de material (no re-
quiere buffer). El procedimiento es el siguiente

Paso 1. Fijar 4, , = MU,
Paso 2. Parai=m,...,2, hacer
Si M,; <A entonces el sistema es inestable, ter-

minar

En otro caso, encontrar /11. resolviendo

)’i(l_pK (Z'ﬂwKi +1)) =4

©)

Establecer

1 _ 1 (1
=+ p i’ 'ul 4 K; 6
Hiya Hiy ('ui,d} K( d ) ;
Li = ZM/M/l/K (Z’ i/d’Kf * 1) v
Paso 3. Calcular

L= Ly (l,ﬂ,-,d) Y

Paso 4. Terminar

En el primer paso, la tasa efectiva de salida de la tltima
estacion es igual a su tasa nominal de servicio. En el
paso 2 se verifica que la estacion i tenga capacidad para
atender la demanda, si esta condicién se cumple enton-
ces se calcula la probabilidad de que la estacién se en-
cuentre bloqueada (py) y a continuacion se resuelve la
ecuacion no lineal (5) para obtener la tasa efectiva de
llegadas a la estacion (A); para tal efecto puede utilizar-
se algun método de busqueda como Regula-falsi. En el
mismo paso 2, se debe calcular el tiempo de salida efec-
tivo (6) y a continuacion el nimero de clientes en el sis-

2ln(p )

p[ln(%)+pkln[% piope) j+pkln ][2+\/7cv2 \/7]

siCV, <1

“4)

21r1 )

siCV,*>1
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tema (7). Estos calculos se inician en la maquina m y se
repiten hasta la maquina 2. En el paso 3 se determina el
numero de clientes en el sistema de la maquina 1 con
(8), deteniendo el método en el paso 4.

Como se menciond, el método se desarrollo para siste-
mas donde la tasa de servicio es de tipo exponencial y en
esencia se resuelven de manera recursiva los balances de
flujo de entrada-salida hacia cada estacién o nodo.

Para el caso de sistemas M/G/1/K en serie, se pueden
sustituir las ecuaciones propuestas por MacGregor:
para calcular la probabilidad de bloqueo del sistema se
debe utilizar (2a, b y c), la probabilidad de que el siste-
ma esté vacio se calcula con (3) y para el calculo del
numero de clientes en el sistema se debe emplear (4), el
resto del método no requiere modificaciones, a conti-
nuacion se muestran las pruebas y la validacién corres-
pondiente.

Experimentos y resultados

Se realizé un conjunto de pruebas para verificar el des-
empefio del método en el calculo de las propiedades de
sistemas tipo M/G/1 en serie, con distintos escenarios
del coeficiente de variacion cuadratico que es el para-
metro que incorpora la variacion del sistema y permite
aproximar aquellos sistemas con servicios que no son
de tipo exponencial; para tal efecto se utilizaron las
ecuaciones de MacGregor. Se resalta el hecho de que
dicho método de Buzacott en su forma original supone
ue CV} =1.
! Las gcuaciones se programaron en una plantilla de
hoja de calculo; por el momento solo se muestra la

imagen del arreglo de dicha plantilla para efectos ilus-
trativos, dado que el objetivo principal de este reporte
es estudiar la efectividad de las ecuaciones para pre-
decir las propiedades, asi como realizar algunas conje-
turas sobre el efecto de la variacién (medida a través
de CVT2q ) sobre las propiedades del sistema (figura 1).

Las pruebas se dividieron en dos partes. En la pri-
mera serie se considera que todas las estaciones tienen
el mismo tiempo de servicio, en la segunda serie de
pruebas, se considero que la estacion central es el cuello
de botella del sistema; los resultados obtenidos de ma-
nera analitica se validaron mediante simulacion.

Servicio uniforme

En la tabla 2 se muestran los datos empleados para las
pruebas en donde la tasa de servicio y el CVTZ5 son igua-
les en todas las estaciones. En la columna 2 se muestra
el coeficiente de variacién, en las columnas 3 y 4 se dan
los datos del pardmetro de escala y parametro de forma
de la funcién de distribucién gamma, con estos datos se
obtienen el valor esperado y la varianza del tiempo de
servicio, los cuales se muestran en las columnas 5 y 6.

A modo de ejemplo se describe la prueba 1: a la fun-
ciéon gamma con k =1y 0 =0.65, le corresponde un tiem-
po de servicio con valor esperado de 0.65 h y varianza de
0.4225 h* y se puede verificar que corresponde al caso
donde el tiempo de servicio es de tipo exponencial; los
parametros del valor esperado y coeficiente de variacién
son los requeridos para realizar el calculo analitico.

Para validar los resultados obtenidos con el método
analitico se construyé el modelo respectivo de simula-

—— — —
@9 - D e e e — =] @
Inicio Insertar Diserio de pagina Férmulas Datos Revisar Vista Nitre PDF Professional Equipo 3 e = @ R
= % Cortar . A = ) 7 Fem T [E T Autosuma -
BLo. [Ala]\ 1B - A A S ajustar texto General ﬂ 332 ) E= I:_\' i W &
Pegar e & A = . $ -9 g0 3. Formato Darformato Estilos de | Insertar Eliminar Formato Ordenar  Buscary
% & Copiarformato | (M) & & E-|&-A B8 Combinary centrar - | § - % 000 | 6B W% condicional = como tabla” calda - - - 2 Bormar~  yfiltrar seleccionar v
Portapapeles Fuente Alineacién Nimero Estilos Celdas Modificar
E77 hd £ &
: ER— f : G B W : f K : " 5 B B 3 CR = =
. 2000 2 2000
“ 1 — 0, 2z — 0, 3 —
« M M2 M3
Tiempo entre
« llegadas 1 Ts 0500 0.500 0.500 Desv std| 0.7 [0.9798| 065
lambda(pzas /|
- hora) 1 c2s 1690 3.840 1.690
“ C2a 1 ro 0508 0526 0.502
5 lambda efect  1.000 1.050 1.005
Ls total 5.3
o ro(1r2) 0725 0.709 Lq total 2.40
« ro2yc2s 2785 1.198
o 0014 -0.002 CTs total 393
m 0.984 -0.998 CTq total 2.40
= BPK) 0015 0.002
= ™ 1.000 1.034 1.003
B 1 6.434 0232

- )
- Busy(1-P0)

0.492
0.508

0.482
0518

1971
1198
120
0.69
0.69

1997
1632
155
1.11
1.06

ot muzdep
= Ls

Buzacot1993AdaptMM 1ks<=1dask 2/~ Buzacot1993AdapthM ks> 1daskaiak Buzacott1993(] « [ [

0.498
0.502

2000
1.098
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0.59

Figura 1. Plantilla
£ para andlisis de
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cion en el paquete Arena (Altiok y Melamed 2007), se
utiliz6 una tasa de llegadas A =1 de tipo exponencial; en
el mismo modelo de simulacidn se utilizo la funcién de
distribuciéon gamma para los tiempos de servicio utili-
zando los datos de la columna 3 para el parametro de
forma y de la columna 4 para el pardmetro de escala
(tabla 2). Los parametros de tamafio de buffer de cada
estacion, el nimero de horas de simulacién y el nimero
de corridas de simulacidn realizadas se muestran en la
tabla 3.

En la figura 2 se muestran de manera simultanea el
numero de clientes (Lg) obtenido de manera analitica y
con el modelo de simulacidn; se observa que a medida
que existe mayor variacion en el servicio (CVTz5 >1), el
numero de clientes promedio en el sistema se incre-
menta. Lo anterior es acorde con lo que sucederia en la
realidad: una mayor variaciéon en todas las estaciones
puede implicar en una operacién real que, de cliente a
cliente, existen diferencias considerables en el servicio;
aqui las causas son diversas y el parametro que propor-
ciona la informacion de esas variaciones es el coeficien-
te de variacion cuadratico.

En cuanto a la exactitud de las ecuaciones se puede
observar en la tabla 4 que cuando CV2 =125y 151a
diferencia del resultado analitico con respecto al simu-
lado es —6.7 y —11.9% respectivamente, en las pruebas
CV2 =1, 0.85 y 0.75, las diferencias son -0.9, 3.6 y 4.3%
respecto al resultado que se obtiene mediante simula-
cidn (figura 3, tabla 4).

En cuanto a la probabilidad de bloqueo (py) se apre-
cia que a medida que CV aumenta, entonces la proba-
bilidad de que una estacién se encuentre bloqueada se
incrementa también (tabla 5).

Se observa también que para valores de CV2 =1.25
y 1.5 el modelo analitico aproxima bien el Valor de py
en cambio, cuando CV; =1, 0.85 y 0.75, el resultado
obtenido de manera anahtlca es mayor que el resultado
obtenido con simulacién.

Por ultimo, en cuanto a la probabilidad de que la
estacion se encuentre vacia (p,), en todos los casos el
modelo analitico obtiene el mismo valor que se obtiene
mediante simulacién.

Tabla 2. Pardmetros de la funcién gamma, valor esperado y varianza de las 3 estaciones

Parametros de la funcion
gamma para el modelo de
simulacién

Datos para el modelo

analitico

Valor esperado

Pardmetro de Parametro de deltiempode  Varianza
Prueba cvr forma(k) escala(6) servicio k x 0 k=0
1 1 1 0.65 0.65 0.4225
2 1.25 0.8 0.8125 0.65 0.5281
3 15 0.6666 0.97509 0.65 0.6338
4 0.85 1.1764 0.5525 0.65 0.35914
5 0.75 1.3333 0.48750 0.65 0.31687
Tabla 3. Datos adicionales de las pruebas 8
Parametro Valor 7
Numero de estaciones en serie 3 67
Tamario del buffer (-, 10,10) >
Tasa de llegadas (A) 1 "he - & Lsanal
Horas de simulaciéon 100,000 j : == Ls sim.
Corridas de simulacion 3 1
0
15 1.25 1 0.85 0.75
CVirs
Figura 2. NGmero de clientes en el sistema vs CVTZ5
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Cuello de botella

En la segunda serie de experimentos se estudio la capa-
cidad del método analitico para predecir las propieda-
des de sistemas que tienen cuello de botella. El cuello
de botella se define como la maquina o estacién mas
lenta (Lawrence & Buss, 1996) y en esta serie de prue-
bas se colocd en la maquina del centro. Para las méaqui-
nas 1 y 3 se mantuvo en todas las pruebas un tiempo de
servicio de 0.65 h de tipo exponencial (CVTZ5 =1). Enel
caso del cuello de botella, se experimentd incrementan-
do a 0.8 h el tiempo de servicio y las pruebas se llevaron
a cabo con los pardmetros de la tabla 6.

En la figura 4 se muestra Ly para cada prueba de
CVTZS , como es de esperarse, al aparecer un cuello de

6.0% -

botella el valor crece de manera considerable en compa-
racion con las pruebas con servicio uniforme y, mas
aun, si en dicho cuello de botella aumenta la variacion,
también aumenta L.

A modo de ejemplo, si por alguna circunstancia apa-
rece un cuello de botella y suponiendo que el tiempo de
servicio sigue siendo de tipo exponencial (CVTZS =1),
entonces el valor de Ly cambia de 5.37 a 7.03 de acuerdo
con el modelo analitico, en otras palabras, hay un incre-
mento de 30% (tabla 7); mas atn, si dicho cuello de bo-
tella ademas presenta una variaciéon muy alta, por
ejemplo CVTZ5 =1.5, entonces L; aumenta a 7.33, o bien,
36.49%.

Tabla 4. NGimero de clientes en el sistema

4.0% - I
2.0% - S
0.0% CV{ Analitico Simulado Diferencia
0% . 15 0.85 0.75
: 1.5 6.15 6.98 -11.9%
® -4.0% -
0,
6.0% | 1.25 5.81 6.23 -6.7%
-8.0% - 1 5.37 5.42 -0.9%
. == Diferencia
-10.0% - 0.85 5.25 5.07 3.6%
12.0% |
0.75 5.09 4.88 4.3%
-14.0% -
CV2yg
Figura 3. Diferencia vs CVT2g
Tabla 5. Resultados de p, y p,
Pk Po Pk Po
Estaciones analitico simulado analitico simulado Estaciones analitico simulado analitico simulado
CVZ =075 CV? =085
1 N/A 0.348 0.355 1 0.347 0.35
2 0.003 0.0008 0.348 0.353 0.0039 0.0014 0.347 0.34
3 0.003 0.00101 0.35 0.35 0.0038 0.0012 0.35 0.35
Px Pa Px Pa
Estaciones analitico simulado analitico simulado Estaciones analitico simulado analitico simulado
cvioq CV2=125
T, N
1 N/A 0.346 0.352 1 N/A 0.34 0.343
2 0.005 0.00263 0.346 0.354 2 0.007 0.0062 0.34 0.345
3 0.00499  0.00248 0.35 0.355 0.007 0.0059 0.35 0.351
Px Pa
analitico simulado analitico simulado
Estaciones CVTf =15
1 N/A 0.34 0.34
2 0.01 0.0115 0.34 0.336
3 0.009 0.0112 0.35 0.33
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Tabla 6. Parametros de la funcién gamma, valor esperado y varianza del cuello de botella

Pardmetros de la funcién gamma del

Datos para el modelo

modelo de simulacion analitico
Parametro de forma Parametro de escala Valor esperado del tiempo Varianza
Prueba C VT2 (k) 6) de servicio kx0 k<62
S
1 1 1 0.8 0.8 0.64
2 1.25 0.8 1 0.8 0.8
3
1.5 0.6666 1.2001 0.8 0.96
4 0.85 1.1764 0.68 0.8 0.544
5 0.75 1.33333 0.60 0.8 0.48
10 - 0.0%
o | 1.5
9 | 2.0%
s | -4.0% -
7 4 e -—-—g - 6.0% -
6 - -8.0% -
o5 ® -10.0% -
4 - &= Lsanal -12.0% -
37 —=—Ls sim. 14.0%
2 -16.0% - —4=Diferencia
17 18.0% -
0
220.0% -
1.5 1.25 1 0.85 0.75 Vg

Vi

Figura 4. NGmero de clientes en el sistema vs CV . Cuello de
botella en la estacién 2

Tabla 7. Nimero de clientes en el sistema con cuello de botella

Ls
C VT2 Analitico Simulado Diferencia
1.5 7.33 8.89 -17.5%
1.25 7.18 8.33 -13.8%
1 7.03 7.58 -7.3%
0.85 6.94 7.17 -3.2%
0.75 6.86 7.01 -2.1%

También en la figura 4 se observa que L obtenido de
manera analitica se ve afectado a medida que se incre-
menta la variacion del sistema (figura 4 y tabla 7).

Enla figura 5 se observa graficada la diferencia de L
obtenida con el modelo analitico, y la obtenida median-
te simulacién, el comportamiento es el mismo que se
obtuvo en la serie de pruebas anterior: si CV dismi-
nuye, mejora la exactitud del modelo anaht1co

En la figura 6 se muestra el nimero de clientes for-
mados frente al cuello de botella (estacion 2) y se obser-

Figura 5. Diferencia vs CVTi con cuello de botella

va que este disminuye a medida que el CV; disminuye
también. En la operacion, una dlsmmuaon de la varia-
cion puede implicar, por ejemplo, que el servicio se rea-
liza con mayor uniformidad entre cliente y cliente.
También se aprecia que a medida que disminuye el va-
lor de CVTZS , el valor aproximado por el modelo analiti-
co mejora.

3.5 4
3
25 4
_ln- 2 -
1.5 -
1 == | q anal.
—B Lgsim.
05 -
0
15 1.25 1 0.85 0.75

vy

Figura 6. NGmero de clientes en la estacion 2 (cuello de botella)

Vs CVTZ5

352 Ingenieria Investigacion y Tecnologia, volumen XVI (ntimero 3), julio-septiembre 2015: 345-354 ISSN 1405-7743 FI-UNAM



Herndndez-Gonzalez Salvador, Hernandez-Ripalda Manuel Dario, Flores-De la Mota Idalia, Vazquez-Lopez José Antonio

Tabla 8. Resultados de p, y p, con cuello de botella

Pk Po Px Po
Estacion Estacion
CV2 =075
1 1 0.33 0.337 1 0.329 0.337
2 0.021 0.019 0.19 0.2 2 0.0249 0.021 0.19 0.2
3 0.0049 0.0012 0.35 0.35 3 0.0049 0.0016 0.35 0.35
Px Po Pk Po
Estacion cvr=1 Estacion CVy =125
1 0.32 0.32 1 0.31 0.31
0.029 0.028 0.19 0.2 2 0.04 0.038 0.19 0.196
3 0.0049 0.002 0.35 0.35 3 0.003 0.0049 0.35 0.35
Px Po
Estacién CVi =15
1 N/A 0.31 0.3
2 0.047 0.049 0.19 0.19
3 0.0049 0.0044 0.35 0.35

El modelo analitico predice con bastante exactitud la
probabilidad de bloqueo (p,) de la estacion 2 (cuello de
botella) para todas las pruebas de CVT2S (tabla 8). Para el
caso de la estacion 3, se presenta la misma situacion que
en las pruebas con servicio uniforme: cuando CVTZS >1
la diferencia con respecto al valor obtenido via simula-
cion disminuye.

Conclusiones

En este trabajo se presenta una adecuacion al método
de Buzacott que permite calcular de manera analitica
las propiedades de sistemas de lineas de espera M/G/1/K
con arreglo en serie y los resultado se validaron me-
diante simulacion.

El método tiene un grado de exactitud aceptable
cuando se desea aproximar las propiedades de sistemas
M/G/1/K con arreglo en serie, congestion uniforme en
las estaciones y valores del coeficiente de variaciéon mo-
derado. El valor de p, calculado es similar al obtenido
mediante simulacidn, en el caso de p, la exactitud mejo-
ra a medida que el valor de CVTZs aumenta.

Para el caso donde existe cuello de botella, los resul-
tados indican que el método es efectivo para calcular L,
cuando la variacion del cuello de botella es moderada
(CVTZs <1.25); a medida que la variacién en el cuello de
botella se incrementa mas alla de este valor, la aproxi-
macion de L, se deteriora y por lo tanto los resultados
deberan tomarse con reserva, en cambio, el valor de py
del cuello de botella se obtiene con un alto grado de
exactitud.

La adecuaciéon propuesta en este trabajo permite cal-
cular las propiedades de sistemas M/G/1/K con estaciones
en serie. El grado de exactitud se ve afectado por CVTZS ,
para valores bajos la exactitud de las ecuaciones mejora;
por otro lado, el método tiene la ventaja de que su imple-
mentacion en hoja de calculo es rapida y sencilla.

El trabajo futuro puede encaminarse a estudiar la
exactitud en sistemas con servidores multiples, o bien,
mejorar la plantilla en hoja de calculo, por ejemplo para
realizar calculos dirigidos a optimizacidn, sacando pro-
vecho de los complementos y macros disponibles o re-
solver instancias del problema de la localizaciéon del
buffer (BAP), el cual hasta ahora se resuelve empleando
técnicas heuristicas y metaheuristicas.
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