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Abstract | In this paper, we propose a stochastic model to construct mortality tables with
Mexican experience of population and mortality of 2000-2015, this model combines the
physiological age of people with the probability of suffering incidents that alter it. In this
proposal, the aging process is modeled by a Markov jump process with finite state space
and a single absorbing state. Non-absorbing states represent the physiological ages, and
the absorbing state is the death, so the time of death follows a phase-type distribution.
The proposed model allows the incorporation of different factors —genetics, diet, physical
exercise, accidents, etc.— that affect the mortality, and thus, better estimates of the prob-
abilities of death are obtained. Moreover, two implementations of the model are presented
to construct mortality tables that are compared with the observed mortality data.
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Resumen | En este articulo se propone un modelo estocastico para construir tablas de mor-
talidad con experiencia mexicana de poblacion y mortalidad 2000-2015, que combina la
edad fisiolégica de las personas con la probabilidad de sufrir incidentes que la alteren. En
esta propuesta, el proceso de envejecimiento es modelado a través un proceso de saltos
de Markov con espacio de estados finito y un Ginico estado absorbente. Los estados no ab-
sorbentes representan las edades fisiolégicas y el estado absorbente la muerte, por lo que
el tiempo hasta la muerte se distribuye tipo fase. Un modelo como el propuesto permite
incorporar diversos factores —genética, alimentacion, ejercicio fisico, accidentes, etc.—
que afectan a la mortalidad, y de esta forma se obtienen mejores estimaciones de las pro-
babilidades de muerte. Ademas, se presentan dos implementaciones del modelo para
construir tablas de mortalidad, mismas que son comparadas con la mortalidad observada.
Palabras clave | mortalidad, proceso de envejecimiento, edad fisioldgica, distribuciones tipo
fase.
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Introduccion

A LO LARGO DE LA HISTORIA de la humanidad, el estudio y medicion del riesgo por
mortalidad ha sido de suma importancia. Una de las primeras contribuciones al
area de prediccion de mortalidad es la llamada “Ley de mortalidad de Gompertz”
(Gompertz 1825). En Yan, Peters y Chan (2018) se presenta informacién basta
sobre las leyes de mortalidad que se han propuesto a través de los afios. Ade-
mas, en ese articulo los autores proponen una nueva forma de prediccién con-
siderando una estructura de datos de mortalidad de largo plazo.

Actualmente, una de las formas mas comunes de medir la mortalidad es a
través de tablas de mortalidad (tabla de las probabilidades de muerte, en un pla-
zo de un ailo, por edad para una poblacién determinada) o tablas de vida, las
cuales son una herramienta basica para describir la mortalidad a través de una
estructura por edades, estas se empezaron a utilizar desde Halley (1693). Sin em-
bargo, una tabla de mortalidad es solo una alternativa cuando no hay una ley
matematica (de probabilidad) disponible. Existen diversos factores que pueden
influir en la probabilidad de muerte de una persona; el factor mas extensamente
considerado es la edad cronologica pero existen otras caracteristicas relevantes
como el sexo, el historial clinico, tabaquismo, antigiiedad de la péliza, estilo de
vida, habitos alimenticios, entre otros. Por su parte, Zuev et al. (2000) muestran
céHmo la edad fisiolégica influye en la mortalidad a través de un indice de vitali-
dad en modelos de supervivencia.

Una vertiente para estudiar la modelacién de la mortalidad es a través de las
distribuciones tipo fase (PH, por sus siglas en inglés). Las distribuciones PH son
utilizadas para modelar el tiempo de arribo al estado absorbente de un proceso
de saltos de Markov (PSM) con espacio de estados finito. De tal forma que si el PSM
representa el proceso de envejecimiento (que a su vez considera factores fisiolo-
gicos) de un individuo a través del tiempo y la muerte es el estado absorbente, la
distribuciéon PH modela el tiempo hasta la muerte del individuo. La idea de cons-
truir modelos de mortalidad utilizando procesos de Markov y distribuciones PH
ha sido utilizada en décadas recientes. Por ejemplo, Gavrilov y Gavrilova (1991)
utilizan un proceso de Markov para derivar una formula GompertzMakeham bajo
supuestos especiales. En Alen (1995) se explora el potencial teérico de utilizar las
distribuciones PH al modelar de forma diferente las tasas de riesgo, lo que sugie-
re que en tal modelo se puede encontrar una mayor aplicacién en analisis de su-
pervivencia.

En lo referente a la modelaciéon del proceso de envejecimiento utilizando la
edad fisiologica y las distribuciones PH se encuentran principalmente dos articu-
los. El primero de ellos es el de Lin y Liu (2007), donde modelan la mortalidad
humana a través de un proceso de Markov con espacio de estados finitos y un
estado absorbente. Dado que el PSM tiene un solo estado de absorcion, el tiempo
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hasta la muerte sigue una distribucién PH. Su modelo posee muchas propiedades
analiticas deseables tutiles para el analisis de mortalidad, incluyendo férmulas
cerradas para cantidades de interés, como las probabilidades de supervivencia
condicional del momento de la muerte y los valores actuales actuariales del se-
guro de vida y la anualidad.

Este modelo se extendio en Esparza y Baltazar-Larios (2018) donde los auto-
res proponen un PSM con espacio de estados finito pero donde es posible la tran-
sicion entre edades fisioldgicas no consecutivas, caracteristica que el modelo de
Lin y Liu no posee, pues ahi solo se da la transicion a la siguiente edad fisiologica
o bien a la muerte. En ese articulo los autores presentan una forma de construir
las edades fisiologicas y para construir la tabla de mortalidad, resuelven el desa-
fio de estimar el generador infinitesimal del PSM con base en los registros del pro-
ceso de envejecimiento. Esto se ha hecho a través de varios algoritmos como los
son el esperanza-maximizacion (EM) estocastico o bien a través de Cadenas de
Markov via Monte Carlo (MCMC) (Esparza y Baltazar-Larios 2018 y Baltazar-Larios
y Esparza 2019).

Por otro lado, la construccion de tablas de mortalidad como funcion de la edad
se ha tratado como un problema deterministico, de tal manera que se eliminan las
irregularidades de las tasas de mortalidad observadas mediante un procedimiento
de suavizamiento (graduacién). En fechas recientes, los enfoques de modelacion
han incluido la parte de la aleatoriedad, resultando asi, la modelacion estocastica
de la mortalidad. Por ejemplo, Plat (2009) propone un modelo de mortalidad esto-
castica combinando caracteristicas “agradables” de otros modelos ya existentes, al
tiempo que elimina las desventajas de esos modelos. Su modelo se ajusta muy
bien a los datos histéricos, es aplicable a un rango de edad completo, captura el
efecto de cohorte, tiene una estructura de correlacién no trivial, no tiene proble-
mas de robustez y tiene estructura relativamente simple. Ademas, incorpora la
incertidumbre de los parametros en el modelo.

En México, Garcia—Guerrero y Ordorica-Mellado (2012) aplicaron el método
de Lee-Carter para proyectar la mortalidad, suponiendo una relacion lineal entre
el logaritmo natural de las tasas centrales de mortalidad y la edad y el tiempo;
combinando un modelo demografico con pocos supuestos y analisis de series de
tiempo. Les fue posible medir la incertidumbre asociada con la mortalidad y asi
calcular intervalos de confianza.

Actualmente, es indispensable contar con una nueva metodologia que mida
de forma mas precisa el riesgo de mortalidad debido a su importancia para com-
prender y pronosticar la esperanza de vida y la mortalidad (entre otros factores)
que impactan de manera significativa en el calculo de primas y reservas en segu-
ros, valuaciones actuariales en sistemas de seguridad social, calculo de pasivos
pensionarios, analisis poblacional y proyecciones demograficas, entre otros. To-
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dos ellos necesarios y relevantes en la toma de decisiones personales, empresa-
riales y en la implementacién de politicas publicas. Ademas, la solvencia y la
estabilidad financiera de las instituciones depende, entre otros aspectos, de te-
ner herramientas apropiadas que permitan una medicién precisa de la siniestra-
lidad asociada con este riesgo, asi como con sus posibles desviaciones.

El estudio de la mortalidad ha sido un tema principalmente demografico. En
este articulo se propone un analisis interdisciplinario, desafiante pero factible,
para profundizar el estudio de la mortalidad visto desde un punto de vista actua-
rial, es decir, como un proceso estocastico, incorporando factores (enfermedades,
habitos alimenticios, salud mental, accidentes, practica de ejercicio, etc.) que
afectan el riesgo de mortalidad, obteniéndose asi un analisis mas complejo de su
representacion social. Es por eso que en este modelo es necesario un pensamien-
to interdisciplinario para analizar la mortalidad, pues el asesoramiento coherente
de diferentes tipos de profesionales de la salud (epidemi6logos y médicos), eco-
nomistas, socidlogos, psicoélogos, matematicos, estadisticos, entre otros, contri-
buye a un mejor entendimiento del tema.

En México, la construccion de nuevas tablas de mortalidad, considerando la
mayoria de los factores (edad cronologica, alimentacion, ejercicio fisico, estrés,
accidente, entre otros) que las afectan con datos recientes es de interés para va-
rios sectores gubernamentales y privados del pais. Es por ello que, en este traba-
jo, nuestro objetivo es adaptar la metodologia propuesta por Esparza y Baltazar-
Larios (2018) para desarrollar, implementar y calibrar una metodologia para
construir un proceso de envejecimiento (un PSM) donde los estados transitorios
sean las edades fisiol6gicas y el estado absorbente sea la muerte con registros
del 2000 al 2015 de poblacion y mortalidad de México. Ademas, este método con-
templa como definir las edades fisiologicas, las transiciones entre estas y la esti-
macion de los parametros de la distribucion PH con base en registros de mortali-
dad en tiempo discreto, que es el tipo de informacién que se tiene documentada.

En este articulo, bajo la consideracién de que se tienen registros de algunas
dependencias como lo es el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI),
la Secretaria de Salud y el Instituto Nacional de Salud Publica (INSP), a través de
algunas de sus encuestas como lo es la ENSANUT, se propone estimar tablas de
mortalidad para México basadas en la teoria de estimacién de las distribuciones
PH. A través de esta construccion de tablas de mortalidad, se podra, en particu-
lar, obtener la esperanza de vida de México. Estos resultados son de interés par-
ticular en el sector asegurador en México, pues no hay tablas de mortalidad con
experiencia mexicana que consideren los factores que se consideran en la pre-
sente propuesta.

Este articulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 1 se pre-
senta un breve resumen del estudio de la mortalidad en México. El proceso de
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envejecimiento y la edad fisiol6gica se presentan en la seccion 2. En la seccién 3
se presentan las distribuciones PH. El modelo propuesto para la obtenciéon de la
tabla de mortalidad se presenta en la seccién 4, mientras que en la secciéon 5 se
presenta la construcciéon de dicha tabla con experiencia mexicana de 2000 a 2015.
Las conclusiones se presentan en la seccion 6.

1. La mortalidad en México a través del tiempo

Cuando el sector asegurador entré en funciones en México (a principios del siglo
XX), la primera tabla de mortalidad utilizada fue la “American Experience” cons-
truida en 1868 por Sheppard Hormans, debido a que en México no existian estu-
dios que permitieran construir una tabla de mortalidad con experiencia mexica-
na (Huerta y Reynaud 2009).

En 1927, Alfredo Wulf y Sotero Prieto construyeron la primera tabla de mor-
talidad basada en experiencia mexicana, sin embargo, esta fue usada solo por la
compaiia “Seguros de Latinoamérica” y no pudo ser utilizada por otras compa-
fiias debido a que no fue publicada por ninglin 6rgano regulador (Huerta y Rey-
naud 2009).

En México se continué utilizando tablas de mortalidad basadas en experien-
cias extranjeras, hasta que en 1968 se crea la primera tabla con experiencia mexi-
cana de los anos 1962 a 1967. Dicha tabla fue presentada en 1969 en el IV Con-
greso de Actuarios de la Asociacion Mexicana de Actuarios (AMA) y publicaAndose
posteriormente con el nombre de Experiencia Mexicana 62-67 en las memorias
de dicho congreso. Esta se utilizé hasta 1989, cuando fue remplazada por la ta-
bla Experiencia Mexicana Individual (EM 82-89) elaborada por la Comisién Nacio-
nal de Seguros y Fianzas (CNSF). Estas primeras dos tablas con experiencia pro-
pia se produjeron con técnicas de graduacién deterministicas basadas en el
modelo de Gompertz—Makeham para las tablas basicas y con un margen de pro-
teccion (sobrestimacion de la mortalidad para garantizar solvencia) para obtener
las tablas modificadas (las que se utilizaban en la practica).

La tabla EM 82-89 se utiliz6 durante diez afos, hasta que en 1999, la CNSF
elaboré y publico la tabla CNSF 2000-I con experiencia de 1992 a 1998. Para la
graduacién de esta se utiliz6 un modelo estadistico que toma en cuenta la varia-
bilidad de las observaciones anuales (Mendoza, Contreras y Gutierrez 2015).

En 2005 se realiz6 una evaluacion, con informacion de 1999 a 2003, para sa-
ber si debia actualizarse la tabla CNSF 2000-1. El analisis correspondiente sugirio
que hay evidencia suficiente, debido a la sobrestimacion de la mortalidad (Men-
doza, Contreras y Gutierrez 2015).

Dado que hasta la fecha en México no se ha modelado la mortalidad utilizando
la edad fisiolo6gica y por tanto los factores que la constitiyen, en este articulo se
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propone una forma de construir las edades fisiol6gicas con base en datos reales.
Ademas, se adapta el modelo de Esparza y Baltazar-Larios (2018) para establecer
cémo evoluciona el proceso de envejecimiento en estas edades y asi modelar el
tiempo hasta la muerte por medio de una distribucién PH que nos permita la cons-
truccién de las tablas de mortalidad.

2. Proceso de envejecimiento y edad fisiologica

El envejecimiento es un proceso que evoluciona de forma continua en el tiempo
desde el nacimiento hasta la muerte, que abarca cambios fisicos, sociales, psico-
légicos y espirituales (Hunt 2004). Asi, el envejecimiento es la acumulacion pro-
gresiva de cambios en el tiempo que estan asociados o son responsables de la
susceptibilidad cada vez mayor a la enfermedad y a la muerte que acompafa a la
edad avanzada. Algunos de estos cambios se anticipan con respuestas positivas
o negativas. Cada etapa de la vida tiene sus propias ventajas y desventajas, a ve-
ces, en la vejez, el equilibrio parece inclinarse mas al lado negativo, pero esto no
se debe al proceso natural de envejecimiento.

A nivel biologico, el envejecimiento resulta del impacto de la acumulacion de
una amplia variedad de dafios moleculares y celulares a lo largo del tiempo. Esto
conduce a una disminucién gradual de la capacidad fisica y mental, un riesgo cre-
ciente de enfermedad vy, en ultima instancia, a la muerte. Pero estos cambios no
son lineales ni consistentes, y solo se asocian con la edad de una persona en afos.
Por ejemplo, mientras que algunas personas de 70 afios disfrutan de una salud y
un funcionamiento extremadamente bueno, otras de 70 aflos son fragiles y re-
quieren la ayuda significativa de otros (WHO 2018).

La edad fisioldgica, también llamada edad biologica, es una medida de qué
tan bien o mal funciona el cuerpo en relaciéon con la edad real del calendario (edad
cronologica). Por ejemplo, se puede tener una edad cronologica de 65 afios, pero
debido a un estilo de vida saludable y activo (evitando amenazas de longevidad
como el tabaco y la obesidad), el cuerpo seria fisiol6gicamente mas similar a al-
guien con una edad cronolégica de 55 afios. La edad biolégica seria, por lo tanto,
55 (Basaraba 2020).

Hay varias formas en que se puede determinar la edad biologica, pero ningu-
na es definitiva o verdaderamente precisa. Sin embargo, hay ciertos factores de
salud que podrian devolverle afios en la esperanza de vida promedio. Si las per-
sonas tienen un estilo de vida con habitos saludables pueden tener un impacto
significativo en su longevidad y edad biolégica. Estos incluyen: habitos de ejer-
cicio, alimenticios, niveles de estrés, consumo de alcohol, nivel de educacién,
cantidad de suefio, relaciones sexuales y romanticas, tabaquismo y exposiciéon a
otras toxinas ambientales.
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La modelaciéon del proceso de envejecimiento ha sido de interés para mate-
maticos, bi6logos, estadisticos, demégrafos, actuarios, entre otros. En particu-
lar, modelar la mortalidad a través del proceso de envejecimiento juega un pa-
pel muy importante. En este articulo, se propone un modelo para estudiar la
mortalidad de México a través del envejecimiento y la edad fisiol6gica, donde el
mayor reto es el poder determinar las edadades fisiol6gicas en las que la vida
humana esta particionada ya que implica tener informacién sobre el estado de
salud (entre otros factores) de la poblacién en estudio. Esta modelacién esta ba-
sada en la teoria de las distribuciones PH, que se describen en la siguiente sec-
cion.

3. Distribuciones tipo fase

En esta seccion se presentan las distribuciones PH, las cuales se utilizaran para
modelar el proceso de envejecimiento. Dado que esta clase de distribuciones se
basa en la teoria de los procesos estocasticos, en particular de los procesos de
saltos de Markov, se comenzara con una breve descripcién ellos.

3.1 Procesos de saltos de Markov (PSM)

En probabilidad definimos los procesos estocasticos como un concepto mate-
matico que sirve para caracterizar una sucesion de variables aleatorias que evo-
lucionan en funcién de otra variable, generalmente el tiempo. Una de las clases
de procesos mas estudiados y con mayor aplicacion en diversas areas son los
procesos de Markov. En esta seccion presentaremos las propiedades basicas de
un tipo de procesos de Markov, los PSM, también llamados cadenas de Markov a
tiempo continuo; que seran utilizados para modelar al proceso de envejeci-
miento necesario para la construccion de las tablas de mortalidad.

Definicion 3.1.1 El proceso estocastico {X(f)},, es un PSM si es un proceso de
Markov continuo en el tiempo (un proceso que evoluciona en el tiempo de forma
continua y que tiene la propiedad de Markov, es decir, el estado actual del proce-
so posee toda la informacién del pasado de este) y que toma valores en un con-
junto E (llamado espacio de estados) a lo mas numerable.

En este trabajo se considerara el caso donde el espacio de estados es finito,
es decir, E={1, 2, ..., n}. Sin importar el conjunto de valores que pueda tomar el
proceso a través del tiempo, siempre se pueden asignar etiquetas y asi trabajar
con el conjunto {1, 2, ..., n} para el caso finito.

La evolucion de un PSM en el tiempo estd caracterizada por las siguientes
propiedades.

Proposicién 3.1.1 Sean T,, T,, ... los momentos donde el PSM {X(t)}., salta de
un estado a otro y definimos a T, = 0, entonces:

s
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e Dado X(T,) =i, el tiempo de estancia en ese estado i se distribuye expo-
nencial con parametro dependiente del estado, es decir, T,,; — T,~Exp(4;)
para todo i € E.

e SiX(Ty =i, X(T)) =1, ..., X(T,) = i, entonces los tiempos de estancia en
cada estado dados por T, - Ty, T,- Ty, ..., T,z1 — T,, son variables aleato-
rias independientes.

e Condicionado a X(T,) = i, la probabilidad de que exista un salto del PSM
en un intervalo de tiempo infinitesimal [T,, T, + dt) es A;dt.

e Dado X(T,) =iy si se presenta un salto en el PSM al tiempo T,+ t> 0 con
t> 0, la probabilidad de que este salto sea al estado j = i es p; donde p;;
es la ij-ésima entrada de la matriz de transicion de la cadena de Markov
a tiempo discreto definida por el PSM en los momentos de saltos, es de-
cir, {X(T,))}nso-

e De las dos propiedades anteriores, tenemos que, dado X(T,) = i, la pro-
babilidad de que exista un salto del PSM en un intervalo de tiempo infi-
nitesimal [T, T, + dt) y ese salto sea al estado j = i es p;A;dt.

La prueba de esta proposicion se puede encontrar en el teorema 1.2 de As-
mussen (2003).

De acuerdo con el parametro que rige el tiempo de estancia en cada estado,
estos se pueden clasificar segtn los siguientes criterios:

e Decimos que ies un estado transitorio si 0 < ;< co.
e Decimos que ies un estado repelente si 1; = .
e Finalmente, i es un estado absorbente si A;= 0.

La interpretacion de un estado transitorio es que si el proceso visita lo visita,
eventualmente saldra de él, sin embargo, no hay certeza de que sea visitado. Un
estado absorbente es aquel que una vez que el proceso llega a él, permanece en
este el resto del tiempo. En este trabajo se restringe el espacio de estados exclu-
yendo a los estados repelentes.

Sea A;: = pyA;dt, para j = I, la intensidad de saltar del estado i al estado jy
definamos A; =-¥;.;4;, luego llamaremos A = {A;};; . al generador infinitesimal o
matriz de intensidad del PSM {X(0)},o. Ademas, denotemos por p;; (t) a la probabi-
lidad de transicién del PSM {X(1)},», del estado i al estado j al tiempo t > 0, cuya
matriz de transicion correspondiente la denotaremos por P(t) = {p;(t)};;c

El siguiente resultado permite calcular la matriz de transicién en cualquier
tiempo a partir del generador infinitesimal lo que nos sera de utilidad para el cal-
culo de probabilidades de muerte a distintos horizontes de tiempo.

Proposicion 3.1.2 Sea {X(1)}», un PSM con espacio de estados Ey genererador
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infinitesimal A. Para cada t > O se tiene que: P(t) = exp(tA), donde exp(tA) es la
matriz exponencial definida por la expansién de Taylor correspondiente.
Ver el Teorema 3.4 de Asmussen (2003) para su demostracién.

3.2 Distribuciones tipo fase

Una distribucion PH puede ser interpretada como una variable aleatoria que re-
presenta el tiempo de absorcién de un PSM con un tnico estado absorbente (ge-
neralmente). Esta clase de distribuciones fueron definidas por Marcel Neuts en
los afos setenta (Neuts 1975 y Neuts 1981). Las distribuciones PH pertenecen a
la clase de distribuciones matriz—exponenciales (ME) (Asmussen y Bladt 1996),
donde estas ultimas se definen como aquellas que tienen transformada de La-
place racional, pero su interpretacién probabilistica es menos clara.

Las distribuciones PH han ganado mucha popularidad en modelacién esto-
castica por su gran aplicaciéon en areas como teoria de colas, confiabilidad, finan-
zas, salud, ciencias de la computacién, entre muchas otras. Ademas, esta clase
de distribuciones PH es densa en la clase de distribuciones definidas en los rea-
les positivos, lo que significa que las PH pueden aproximarse a cualquier distri-
buciéon no negativa (Asmussen 2003).

Antes de presentar la definicién formal consideremos lo siguiente. Sea {X(t)}s
un PSM con espacio de estados finito E={1, 2, ..., n, n+ 1}, donde el estado {n + 1}
es un estado absorbente; con distribucion inicial a = (a3, ay, ..., @,), tal que Y";,_ja;=
1y a;=P(X(0) = i), y generador infinitesimal

Ao (Q r >
00

donde Q es una matriz de dimension n x n, r es el vector (columna) de salida
de dimension nx 1 y que cumple con r = —Qe donde e es un vector de 1’s de di-
mension apropiada. 0 es un vector de ceros de dimensiéon 1 x n.

La distribucion inicial del PSM {X(t)};s, indica que el proceso solo puede ini-
cializar en alguno de los estados transitorios {1, 2, ..., n} y no en el estado absor-
bente. Las intensidades entre los estados transitorios se rigen a través de la ma-
triz Q y el vector de salida r registra las intensidades al estado absorbente.

Definicién 3.2.1 El tiempo hasta la absorcion T =inf{t> 0:X(t) = n+ 1}, se dice
que tiene una distribucion PH, y escribimos t~PH(a, Q).

El conjunto de parametros (a, Q) se dice que es una representacion de la dis-
tribucién PH. La siguiente proposicién presenta propiedades necesarias en el cal-
culo de probabilidades de muerte y esperanza de vida.

Proposicion 3.2.1 Supongamos que t~PH(a, Q):

e La funcién de densidad de 7 esta dada por: f(s) = a exp(Qs)r, para s > 0.
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e La funcion de distribuciéon de 1 esta dada por: F(s) = 1 — a exp(Qs)e, para
s> 0.

e El n-ésimo momento de 7 estd dado por: E(") = (-1)"n!aQ "e. Asi, la media
y varianza de t estan dadas por: E(t) = -aQ ey Var(t) = 2aQ e - (aQ'e)?,
respectivamente.

Véanse los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 de Bladt (2005) para la demostracion de
estas propiedades.

Asi pues, para la modelacién del proceso de envejecimiento, entendido este
como la progresiva y esencialmente la disminucion irreversible con el paso del
tiempo de la habilidad de un organismo o una de sus partes para adaptarse al
ambiente, se utilizara un PSM con espacio de estados finito y un tinico estado ab-
sorbente. Para nuestro modelo, el nimero de edades fisioldgicas es una constan-
te determinada de acuerdo con la informacién con la que se cuenta para cons-
truir dichas edades.

En este PSM los estados transitorios son las edades fisiologicas, interpreta-
das como un indice relativo de salud que representa el grado de envejecimiento
de un individuo y considerando la muerte como el estado absorbente. Dado que
se tiene un espacio de estados con un Unico estado absorbente y los demas tran-
sitorios es seguro que eventualmente el proceso llegue al estado absorbente, lo
que es incierto es el momento en que esto ocurre. Entonces, el tiempo de vida de
una persona sigue una distribucion PH. Los detalles del modelo se presentan en
la siguiente seccion.

4. Modelo de mortalidad tipo fase
Para modelar el tiempo restante de vida (o el tiempo de muerte) de una persona
utilizando una distribucion PH, donde las fases —estados— sean las edades fi-
siol6gicas del proceso de envejecimiento y este sea modelado por un PSM con
estados transitorios y un Unico estado absorbente —la muerte—, son necesarios
los siguientes supuestos.

Supuestos 4.1 Dada una poblacion de individuos, supongamos que se cum-
ple que:

¢ Lavida de cada individuo puede ser segregada en una cantidad finita de
edades fisiologicas.

e El tiempo que cada individuo permanece en cada una de las edades fi-
siolégicas puede ser modelado por una variable aleatoria exponencial
de parametro dependiente de cada edad.

e El proceso de envejecimiento es irreversible, es decir, es imposible tran-
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sitar desde una edad fisioloégica con cierta calidad de vida a una de me-
jor calidad.

El tiempo transcurrido en cierta edad fisiolégica puede ser ilimitado, asi
pues, es suficiente conocer la edad fisiologica actual del individuo (indepen-
dientemente de su evolucién en el pasado) para determinar su evolucién futu-
ra, es decir, este proceso presenta un comportamiento Markoviano, por lo que
es natural suponer que el tiempo en cada estado (edad fisiologica) tiene un
comportamiento exponencial. Con esto se satisface el inciso 2 de los supuestos
4.1.

Asi pues, supongamos que la vida de una persona puede segregarse en n
edades fisiolégicas y la muerte esta representada por el estado {n + 1} (inciso 1
de supuestos 4.1). Consideramos un PSM con espacio de estados finito E = {1, 2,
..., n, n+ 1}, donde el tiempo de muerte sigue una distribucién PH.

En cuanto a la transicion entre las edades fisiol6gicas, consideramos la si-
guiente evolucion para el proceso de envejecimiento propuesto por Esparza y
Baltazar-Larios (2018). Si una persona tiene edad fisiolégica i €{1, 2, ..., n}, supo-
nemos que el tiempo que esta en esa edad se distribuye exponencialmente con
parametro A, tal que 0 < 4; <co.

Por otra parte, para una persona en edad fisiolégica i € {1, 2, ..., n— 1} consi-
deramos los siguientes cuatro escenarios en un intervalo de tiempo [0, T], T > 0,
es decir, al final del periodo de tiempo:

1 La persona se queda en edad fisiologica i, con intensidad A;,=-A4;, donde
0 <2< oo.

2 La persona presenta un desarrollo natural del proceso de envejecimien-
to, en este caso la persona pasa a la siguiente edad fisiolégica i+ 1, con
intensidad 4;;,;, donde 0 < 2;;,; < co.

3 El proceso de envejecimiento de una persona se ve afectado por un in-
cidente inusual (accidente automovilistico, epidemias, etc.) que causa
una disminucién de su capacidad para continuar la calidad de vida que
tenia, pero la persona no muere. Sin embargo, la persona transita a al-
guna edad fisiolégica je{i+ 2, i+ 3, ..., n}. La intensidad de esta transi-
cion se denota por 1, donde 0 < 1;; < .

4 La persona muere con intensidad r;, con 0 < r; < co.

La matriz de subintensidad del PSM que modela el proceso de envejecimien-
to esta dado por:
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-h A1, A1z Ain

0 Az A Azn

Q _ 0 0 _%3 ABn
0 0 0 A,

La distribucién inicial para una persona en edad fisiol6gica i es a = e, siendo
e; el i-ésimo vector unitario.

Sea ¢g; (T) la probabilidad de muerte de una persona a edad fisiologica i en el
intervalo de tiempo [0,T], T> 0, luego si denotamos a 7; como la variable aleato-
ria que modela el tiempo hasta la muerte de una persona a la edad fisiol6gica i,
tenemos que 7;~PH(e;, Q) y entonces por la proposicion 3.2.1 se tiene

qi(T)=P(t;< T)=1-e,exp(TQ) e. (1)

Para calcular esta probabilidad de muerte, se necesitan conocer los parame-
tros de la distribuciéon PH, calcularlos o bien estimarlos (Asmussen, Nerman y Ols-
son 1996). En este trabajo, considerando que se tienen datos de poblacién y mor-
talidad en tiempos discretos, se obtendran estos parametros, requeridos para la
construccion de las tablas de mortalidad; tema que se aborda en la siguiente sec-
cion.

5. Construccion de tablas de mortalidad con experiencia

México 2000-2015

En esta seccion, se utilizaran datos reales de salud, poblacién y mortalidad en
México que, bajo los supuestos 4.1, se crearan las edades fisiol6gicas, se generan
las transiciones entre ellas utilizando la matriz de transicion del correspondiente
generador infitesimal del PSM, y con base en este se construye la tabla de morta-
lidad modelando el tiempo de muerte por medio de una distribucién PH.

5.1 Datos de poblacion y mortalidad en México 2000-2015

Para construir la tabla de mortalidad para la poblacién mexicana que obedezca
la ley tipo fase se tomaron datos de INEGI, INSP y Secretaria de Salud correspon-
dientes a los afios 2000 a 2015.

Los registros de poblacion se obtuvieron de las bases de datos del INEGI del
afo 2000 y 2010 prorrateada mediante un prorrateo simple de aquellos cuya edad
no fue especificada y se calcul6 la poblacién para los siguientes afios considerando
la tasa de crecimiento poblacional obtenida del mismo instituto. Los registros de
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las defunciones se obtuvieron de la Secretaria de Salud y fueron prorrateadas me-
diante un prorrateo simple de aquellos cuya edad no fue especificada.

La base de datos consta de informacién anual de la poblacién y mortalidad del
2000 a 2015 en México. En cada ano, la informacion esta clasificada en 101 edades
0,1, 2,...,99, > 100). Para efectos de este articulo tomando en consideracion una
cota superior de la esperanza de vida promedio de los mexicanos,! y la informacién
de la Encuesta Nacional de Salud y Nutricion del afio 2012 (ENSANUT 2012) solo se
consideraron 81 edades (n = 81) correspondientes a las edades 0, 1, ..., 80. En la
figura 1 se muestran las tasas de mortalidad observadas por edad para los afos
2000 a 2015.

Figura 1. Tasas de mortalidad por edad para los afios 2000-2015.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

Denotemos por y; (j) a la probabilidad de muerte observada (tasa de mortali-
dad) de una persona de _edad ief{0, 1, ..., 80} en el aiio j € {2000, 2001, ..., 2015}y
definamos y; := Z/%G”'U) como la probabilidad de morir a la edad i (ver figura 2).

5.1 Construccion del generardor infinitesimal del proceso de envejecimiento
Dado que la edad cronolégica es el factor mas importante para la construcciéon de las
edades fisiologicas, usaremos el mismo ntimero de edades fisiologicas que cronologi-

1 https://www.inegi.org.mx/app/buscador/default.html?q=esperanza+de+vida#tabMCcoll
apse-Indicadores
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cas. Para la construccién de las edades fisiol6gicas es necesario establecer la ley de
transicion (anual) entre dichas edades, denotemos por pj;;a la probabilidad de que una
persona de edad i transite (en un afno) a la edad j para i, j € {0, 1, ..., 80}. Para lograr
dicho objetivo, usaremos el método propuesto en Esparza y Baltazar-Larios (2018).

Figura 2. Promedio de probabilidad de muerte considerando los afios 2000-2015.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

Es necesario, para la construccion de las probabilidades de transicion p;;, ob-
tener la proporcion de poblacion con habitos saludables (vida saludable) para
cada edad, la cual denotaremos por s;para i €{0, 1, ..., 80}. Para obtener esta pro-
porcion se consulté la ENSANUT 2012. A pesar de que existen datos disponibles
de la Encuesta Nacional de Salud 2000 (ENSA 2000) y la Encuesta Nacional de Sa-
lud y Nutricién 2006 (ENSANUT 2006) no se utilizaron los datos debido a que las
encuestas se realizaron con cuestionarios diferentes que no son comparables.
Las categorias de la ENSANUT 2012 que se consideraron son:

a. Componente de salud para obtener informaciéon sobre fumadores.
b. Componente de nutriciéon (bases trabajadas) para obtener informacién
sobre actividad fisica, antropometria y habitos alimenticios.

En el articulo de Loprinzi, Branscum, Hanks y Smit (2016) se menciona que una
persona lleva una “vida saludable” cuando tiene las siguientes caracteristicas: rea-
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liza al menos 150 minutos de ejercicio a la semana, consume una dieta con al me-
nos el 40% del indice de alimentacién saludable, tiene un porcentaje de grasa cor-
poral inferior al 20% (para hombres) o 30% (para mujeres), y no fuma. Con base a
los resultados obtenidos en esa investigacion se considera s;= 0.027 para cada una
de las edades en Estados Unidos de América (EUA).

Basados en Loprinzi, Branscum, Hanks y Smit (2016) y en ENSANUT se obtuvie-
ron los datos que aparecen en la tabla 1, donde se reportan los porcentajes de la
poblacién adulta de EUA y México que fuma, que realiza alguna actividad fisica se-
manalmente, que tiene sobrepeso u obesidad y que lleva una vida sedentaria.

Tabla 1. Vida saludable de EUA y México.

Rubro EUA México
Fumadores 25% 28%
Actividad fisica 40% 43%
Sobrepeso 66% — 75% 60% — 70%
Obesidad 26% — 35% 34%
Sedentarismo 25% 23%

Fuente: Elaboracion de los autores con base a datos de Loprinzi, Branscum, Hanks y Smit (2016) y ENSANUT.

En la tabla 1 podemos observar que los principales factores que influyen para
considerar un estilo de vida saludable en las personas residentes en EUA y México
es similar, por lo que usaremos el mismo indice (s; = 0.027) para la poblacion
mexicana.

Por otro lado, las causas de defuncion contenidas en las bases de datos abier-
tos de la Secretaria de Salud se clasificaron, basandonos en Esparza y Baltazar-
Larios (2018), en 4 grandes grupos: suicidios, accidentes, enfermedades y otras
causas. En este trabajo consideraremos solo las tres primeras causas y distribui-
mos el cuarto rubro entre los tres primeros de manera uniforme. Asi pues, se han
clasificado las causas de defunciéon de manera general en autolesiones intencio-
nales, dafnos intencionales y enfermedades.

Denotemos por y; a la probabilidad de que una persona de edad i presente un
incidente tipo I €{1, 2, 3} (1 = intento de suicidio, 2 =accidente y 3 = enfermedad).
Es importante mencionar que dicho incidente, en caso de no causar la muerte,
tiene como consecuencia que la persona que lo padeci6 pierda cierto nivel de ca-
pacidad para adaptarse al medio y por tanto la probabilidad de morir se incre-
mente. Estas probabilidades se pueden calcular de la siguiente forma

Total de muertes a causa del incidente tipo /a la edad i

il =

Total de muertes a la edad i
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y denotamos por ¥; a la probabilidad de que una persona de edad i presente
al menos un incidente, es decir,

3
Yi= Z]/il‘ YV~ YoV~ YViatVaVeVis-
I=1

De esta forma, las probabilidades de transicion son:

(1 - ppsi(L-vy) si j=i
pii={1 = p)(1 = s)1 -7y si j=i+1 2)
(1 - py)y;ty Si j>i+2

donde bajo el supuesto de que si la persona presenta un incidente, pero no
muere, la probabilidad de transicion entre edades es inversamente proporcional
a su distancia (para obtener este valor se necesitan incidentes histéricos para
cada edad fisiolégica), y entonces en este trabajo se considerdé

t. = (n-1)+(i+2)-j

.
U™ (n(n-1)-i(i+1)/2 para jz i+ 2.

Una vez obtenida la matriz de transicion P = {p;}, si hacemos I = log(P), el
generador infinitesimal A del proceso de envejecimiento que seguiran los indivi-
duos de la poblacion, esta dado por:

Iy si i=jyl;20
Ayj=40 si i=jyTl;<0 (3)
iy sioi=]

donde I';; es el ij-ésimo elemento de la matriz I.

5.2 Tabla de mortalidad tipo fase con experiencia mexicana 2000-2015

A continuacién se presentan dos implementaciones del modelo, la primera de
ellas utiliza los datos del 2000 al 2015 para estimar las probabilidades de muer-
te y la segunda implementacién utiliza los datos del 2000 al 2014 para estimar
2015 y asi comparar las estimaciones para el afno 2015 del modelo propuesto
con los datos reales observados en el mismo afo.

Implementacion 1

En esta primera implementacién, siguiendo la ecuacién (2) se calcularon las pro-
babilidades de transicion pj; utilizando como probabilidades de muerte obser-
vada al promedio de muerte observado de 2000 a 2015 (ver figura 2) y las pro-
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babilidades de sufrir un incidente calculadas con la informacién obtenida de la
Secretaria de Salud durante el mismo periodo de tiempo (ver figura 3).

Figura 3. Probabilidad de sufriralmenos un incidente de acuerdo con cada edad con datos de 2000 al 2015.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

Con las probabilidades de transicién, usando la expresiéon (3), se obtiene el
correspondiente generador infinitesimal. Dado este generador y utilizando la ex-
presion (1) con T=1, tenemos que las probabilidades de muerte se calcularon de
la siguiente manera:

qi(1)=P(t;<1)=1-¢e;exp(Q) e, (4)

donde Q es la correspondiente matriz de subintensidad.

En la figura 4 se muestran las probabilidades de muerte promedio para un
afno calculadas con el generador infinitesimal estimado y usando el modelo PH
presentado en este trabajo (ver anexos). Ademas, la figura 4 compara las proba-
bilidades de muerte en un afio, g;(1), i=0, 1, ..., 80, con el promedio de probabi-
lidad de muerte observado entre 2000 y 2015.

Para efectos de comparacion entre los valores estimados y los reales se ob-
tuvo el error cuadratico medio (ECM), en la figura 4 se puede observar que la es-
timacién de la probabilidad de muerte utilizando el método presentado en este
trabajo es bastante buena pues se obtuvo un ECM de 2.335285 x 1077. Por otro

N
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Figura 4. Probablidad de muerte real y estimada obtenida a través de la implementacién 1.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

lado, se puede observar que para algunas edades entre 60 y 80 afios, el método
propuesto sobrestima ligeramente la probabilidad de muerte observada y esto
puede ser a consecuencia de utilizar el mismo indice de vida saludable para toda
la poblaciéon. Debido a la naturaleza de los registros era de esperarse un mejor
ajuste para edades (2-60 afios) donde los registros son mas confiables. Es impor-
tante sefialar que esta estimacién mejoraria si se usaran registros mas detallados
y desglosados por edad para el indice de vida saludable.

Implementacion 2
Datos de entrenamiento 2000-2014 y datos de prueba 2015
Ahora se presenta una implementacién analoga a la anterior, pero para calcular
las probabilidades de transicion pj; se utilizaron como probabilidades de muerte
observadas, al promedio de muerte observado de 2000 a 2014 y a las probabili-
dades de sufrir un incidente, se calcularon con la informacion obtenida de la Se-
cretaria de Salud correspondiente. El objetivo de esta implementacién es estimar
la probabilidad de muerte para el 2015 utilizando el modelo propuesto en este
trabajo y compararla con la probabilidad de muerte observada en 2015.

La figura 5 presenta la comparaciéon entre las probabilidades de muerte esti-
madas y observadas para el afio 2015.
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Figura 5. Probablidad de muerte real y estimada para el afo 2015 utilizando la implementacion 2.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

De acuerdo con lo observado en la figura 5, la estimaciéon de la probabilidad
de muerte utilizando el método propuesto es satisfactorio pues se obtuvo un
ECM de 1.801983 x 107, En particular, podemos concluir que se mejoro la esti-
maciéon para casi todas las edades haciendo solo el calculo para un afo y utili-
zando el generador infinitesimal de la informacién de los afios anteriores. Sin
embargo, es importante sefialar que la estimacion mejoraria bajo las condiciones
sefaladas en la implementacion anterior.

Por otro lado, conociendo los parametros de la distribucion PH que modela
el proceso de envejecimiento para la poblacion de México podemos calcular las
esperanzas de vida. En la figura 6 se grafican estas esperanzas por edad para el
ano 2015.

Conclusiones

Este articulo presenta una propuesta para actualizar las tablas de mortalidad de
México con experiencia de poblacién y mortalidad de 2000 a 2015 utilizando el
proceso de envejecimiento a través de la edad fisiol6gica. Debido a que existe
informacion disponible por parte de instituciones gubernamentales, en nuestro
caso informacion valiosa para la construcciéon de un indice de edad fisiolégica,
se utiliz6 esta para proponer una manera de construir las edades fisiologicas y
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Figura 6. Estimacion de la esperanza de vida en México para 2015.
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Fuente: Elaboracion de los autores.

el generador infinitesimal que rige la transicién entre estas edades, obteniendo
asi el proceso de envejecimiento correspondiente. Dado que el proceso de enve-
jecimiento es modelado por un PSM con espacio de estados finito y consideran-
do a la muerte como Unico estado absorbente, el tiempo hasta la muerte sigue
una distribucion PH. Con la propuesta de modelacion presentada en este traba-
jo se tiene informacién completa de la distribucion de probabilidad que sigue la
mortalidad y se tienen férmulas cerradas para calcular probabilidades de muer-
te en cualquier horizonte de tiempo, para estimar esperanzas de vida y a su vez
permite incorporar informacién en cualquier momento para actualizar el gene-
rador infinitesimal del proceso de envejecimiento.

Una de las principales ventajas de utilizar este modelo es que considera fac-
tores que influyen de manera determinante el riesgo de mortalidad, por lo cual
representa una manera mas precisa de medir el riesgo. Es importante mencionar
que para que el modelo sea mas preciso es indispensable contar con informacién
detallada por edad y género para el indice de vida saludable y para el tipo de in-
cidente. En particular, cuando no se tiene informacion de este tipo es imposible
implementar este método.

La actualizacion de las tablas de mortalidad de cualquier pais es crucial para
contar con una herramienta que mida con precision el riego por mortalidad. El
modelo propuesto en este articulo se puede actualizar (automaticamente) cada



Volumen 9, niimero 25, (305-328), septiembre—diciembre 2021 INTER DISCIPLINA
DOI: https://doi.org/10.22201/ceiich.24485705e.2021.25.79978 www.interdisciplina.unam.mx
Fernado Baltazar Larios, Luz Judith R. Esparza

vez que se cuente con informacién nueva sobre poblaciéon, mortalidad desagre-
gada por causas e indice de vida saludable.

Por otro lado, los resultados obtenidos al implementar la metodologia para
construir el proceso de envejecimiento con experiencia mexicana de 2000 a 2014
y estimar la mortalidad para 2015 y compararla con la mortalidad observada para
el mismo afio, muestran evidencia de que el método propuesto ajusta de manera
adecuada para edades con registros mas confiables.

Finalmente, es importante mencionar que este modelo se puede mejorar en
funcion de la calidad y detalle de los insumos. Una posible extension de este mo-
delo es permitir que el proceso de envejecimiento pueda transitar entre todas las
edades fisiolégicas, pero es necesario tener evidencia sélida de que esos escena-
rios se presentan en la poblacion de estudio. ID

Anexos
De acuerdo con la ecuacién (4) se calcularon las probabilidades de muerte (q)
utilizando la correspondiente matriz de subintensidad Q, y se estimaron (§) uti-
lizando Q.

El método actuarial (demografico) mas comun para construir tablas de mor-
talidad consiste en considerar una cohorte ficticia y evaluar la tasa bruta de mor-
talidad para cada edad x de la siguiente manera:

donde D, son las defunciones observadas a la edad x y P, es la poblacién obser-
vada de la edad x.
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Anexo 1. Tabla de mortalidad para la poblacién mexicana 2000-2015 bajo la ley tipo fase.

Edad m, q q Edad m, q q
o 0.0142 0.0095 0.0093 41 0.0035 0.0032 0.0034
1 0.0013 0.0010 0.0011 42 0.0026 0.0029 0.0029
2 0.0007 0.0006 0.0006 43 0.0033 0.0034 0.0035
3 0.0004 0.0004 0.0004 44 0.0037 0.0037 0.0038
4 0.0003 0.0003 0.0003 45 0.0034 0.0038 0.0039
5 0.0003 0.0003 0.0003 46 0.0044 0.0045 0.0047
6 0.0003 0.0003 0.0003 47 0.0048 0.0048 0.0048
7 0.0003 0.0003 0.0003 48 0.0045 0.0047 0.0045
8 0.0002 0.0002 0.0003 49 0.0051 0.0051 0.0052
9 0.0002 0.0003 0.0003 50 0.0044 0.0055 0.0059
10 0.0002 0.0003 0.0003 51 0.0079 0.0074 0.0077
11 0.0003 0.0003 0.0003 52 0.0062 0.0066 0.0066
12 0.0003 0.0003 0.0003 53 0.0074 0.0075 0.0074
13 0.0004 0.0004 0.0004 54 0.0076 0.0078 0.0076
14 0.0004 0.0005 0.0005 55 0.0078 0.0084 0.0087
15 0.0005 0.0006 0.0006 56 0.0090 0.0097 0.0097
16 0.0007 0.0007 0.0008 57 0.0112 0.0110 0.0110
17 0.0008 0.0008 0.0009 58 0.0104 0.0108 0.0108
18 0.0008 0.0009 0.0009 59 0.0118 0.0116 0.0113
19 0.0010 0.0010 0.0010 60 0.0088 0.0120 0.0120
20 0.0010 0.0011 0.0011 61 0.0190 0.0173 0.0171
21 0.0012 0.0012 0.0013 62 0.0144 0.0147 0.0145
22 0.0011 0.0011 0.0011 63 0.0149 0.0154 0.0151
23 0.0011 0.0012 0.0011 64 0.0166 0.0166 0.0170
24 0.0012 0.0012 0.0013 65 0.0151 0.0173 0.0174
25 0.0013 0.0013 0.0013 66 0.0213 0.0215 0.0213
26 0.0013 0.0013 0.0014 67 0.0227 0.0225 0.0225
27 0.0014 0.0014 0.0013 68 0.0218 0.0230 0.0238
28 0.0014 0.0014 0.0013 69 0.0268 0.0257 0.0264
29 0.0015 0.0015 0.0016 70 0.0183 0.0258 0.0263
30 0.0014 0.0016 0.0016 71 0.0436 0.0387 0.0396
31 0.0019 0.0018 0.0018 72 0.0301 0.0317 0.0336
32 0.0016 0.0017 0.0017 73 0.0357 0.0355 0.0369
33 0.0018 0.0018 0.0019 74 0.0373 0.0364 0.0380
34 0.0018 0.0019 0.0019 75 0.0328 0.0372 0.0395
35 0.0019 0.0020 0.0021 76 0.0450 0.0467 0.0489
36 0.0019 0.0020 0.0020 77 0.0544 0.0517 0.0549
37 0.0022 0.0022 0.0023 78 0.0467 0.0504 0.0552
38 0.0021 0.0022 0.0022 79 0.0632 0.0594 0.0645
39 0.0023 0.0024 0.0024 80 0.0434 0.0596 0.0669
40 0.0022 0.0026 0.0027

Fuente: Elaboracion de los autores.
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