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La explotacion intensiva y extensiva de la
naturaleza. ldeas sobre su posible modelacion
matematica
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Resumen

El modelo de crecimiento de la
poblacion de Thomas R. Malthus
predijo un futuro de hambrunas. Pero el
modelo de Pierre F. Verhulst nos ayuda
a comprender por qué no se ha
cumplido dicha prediccion. Se propone
que ambos modelos y el diagrama de
bifurcacion obtenido del segundo,
podrian servir de base para proponer un
modelo matematico que nos ayude a
comprender mejor el problema de la
explotacion intensiva y extensiva de la
naturaleza.
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Abstract

Thomas R. Malthus' model for population growth predicted a future of widespread famine.
On the other hand, Pierre F. Verhulst's model helps us understand why this prediction has
not come true. This article proposes the use of both models and the bifurcation diagram
obtained from Verhulst’s model as a basis for a proposed mathematical model that helps us
to better understand the issue of intensive and extensive exploitation of nature.

Keywords: Intensive exploitation, extensive exploitation, natural resources, nature, man,
mathematical model.
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Introduccidn

Dasgupta y Heal (1979), tras una revision exhaustiva de la literatura econémica producida
en el periodo 1950-1970, en especial sobre crecimiento econémico, encontraron que habia
pocas referencias a las relaciones entre recursos naturales y crecimiento econémico. Una
hipdtesis de Dasgupta y Heal respecto a ese vacio es que, al menos en parte, en la mayoria
de los paises hoy considerados desarrollados las limitaciones de recursos naturales no eran
consideradas como importantes, no obstante que Malthus (1798) planted que los recursos
naturales, en particular la tierra, son finitos; ademaés afirmo6 que mientras la poblacion crece
exponencialmente, la produccion de alimentos crece aritméticamente, creando un panorama
de un futuro de escasez de alimentos y hambrunas.

Afortunadamente, las predicciones de Malthus no se han cumplido, por una parte,
gracias al desarrollo cientifico y tecnologico que ha permitido que surjan nuevas formas de
produccion de alimentos para satisfacer la mayoria de las necesidades de consumo; por
otra, pese a que la poblacion mundial sigue creciendo en términos absolutos, las tasas de
crecimiento de la poblacién de la mayoria de los paises desarrollados y de algunos en vias
de desarrollo estan descendiendo. Ademas, el matematico belga Pierre F. Verhulst (1845)
hizo una extension al modelo de crecimiento de la poblacion de Malthus y demostré que las
poblaciones humanas crecen en proporcion a su tamafio dada una tasa de crecimiento;
dicho crecimiento esté limitado por la capacidad de carga (la disponibilidad de recursos y
espacio).

En este trabajo se mostrara con la ecuacién logistica y su respectiva grafica que si la
poblacion es pequefia empieza a crecer, pero conforme pasa el tiempo la tasa de
crecimiento se va desacelerando hasta llegar a cero por los limites impuestos de acuerdo
con la disponibilidad de recursos (alimentos) y espacio (territorio); también veremos que si
la poblacion es mayor que la disponibilidad de recursos y espacio, la tasa de crecimiento de
la poblacion empieza a decrecer y se detiene cuando alcanza la capacidad de carga
(disponibilidad de recursos y espacio) del sistema. Este modelo, cuando es aplicado a
poblaciones humanas —a diferencia del modelo de Malthus—, sugiere que el hombre tiene
capacidad de adaptacion a las condiciones que le imponga su entorno. En términos de
espacio (territorio), si bien la mayor parte de la poblacion mundial se encuentra hacinada en
las ciudades, todavia no hemos llegado a un nivel de saturacion poblacional del planeta
tierra.

Uno de los asuntos mas preocupantes es que en los tltimos 150 afios se ha venido
incrementando la explotacion de los recursos de la naturaleza tanto intensivamente como
extensivamente. Aunque hay campafas de cuidado del medio ambiente y de reforestacion
de bosques y selvas, existe el riesgo de que el hombre transforme cualitativamente la
naturaleza por las necesidades de produccion y consumo. Para bien o para mal, ha
provocado efectos y alteraciones en la naturaleza; quizas algunos sean reversibles y otros
no; algunos temporales y otros definitivos; algunos inmediatos como el derrame de petrdleo
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en el Golfo de México," otros de larga gestacion y maduracién como la tala inmoderada de
arboles o el adelgazamiento de la capa de ozono; muy notorios en ocasiones, pero la
mayoria de las veces imperceptibles como la desaparicion de especies vegetales y animales.

Aparte de las necesidades de produccion y de consumo del hombre, méas el
crecimiento de la poblaciébn mundial en términos absolutos, han surgido ciudades y
metrépolis con mas de 20 millones de habitantes algunas de ellas, que por su crecimiento
acelerado han propiciado la desaparicion de tierras de cultivo que han sido sustituidas por la
Ilamada mancha urbana en casi todas las ciudades del mundo. La mayoria de las ciudades
son fuente de contaminacion del aire, rios, mares, lagos y lagunas, entre otros. También se
han causado alteraciones a la naturaleza por acciones bélicas como las pruebas nucleares en
el fondo del mar, las explosiones de reactores en las plantas nucleares y la fabricacion de
todo tipo de armamento como el convencional y las armas quimicas, biologicas y
bacteriol6gicas. Todo lo anterior en conjunto ha estado degradando a la naturaleza,
exponiéndonos cada vez mas a un posible cambio cualitativo en la misma y las
consecuencias sobre el hombre como una parte indisoluble de ella, tal y como fue sefialado
por Karl Marx (1932: 567 [1845]):

La historia puede ser considerada desde dos puntos de vista, dividiéndola en historia
de la naturaleza e historia de los hombres. Sin embargo, no hay que dividir estos dos
aspectos: mientras existan hombres, la historia de la naturaleza y la historia de los hombres
se condicionan reciprocamente.

El problema de una explotacion mas intensiva y de mayor magnitud por parte del
hombre hacia la naturaleza es dificil de cuantificar, por un lado, y por otro, es complicado
observar el fenémeno en su conjunto. Este es uno de los hechos que valdria la pena modelar
porque las ventajas de hacer un modelo matematico del fendmeno son: tener un panorama
del comportamiento general de éste; y la posibilidad de manipular las variables para
presentar escenarios que nos guien hacia posibles soluciones del problema.

Como una forma de avanzar hacia una modelacion matematica del problema de la
cada vez mayor explotacion intensiva y extensiva de la naturaleza, primero presentaremos
el modelo de crecimiento de la poblacion de Malthus, después el de Verhulst (mejor
conocido como la ecuacién logistica); y, en tercer lugar, haremos una transformacion de la
ecuacion logistica continua a la ecuacion logistica discreta con el proposito de obtener un
diagrama de bifurcacion,> mismo que nos permitira darnos una idea de cémo los sistemas
dindmicos no lineales son una herramienta poderosa para modelar fendmenos tan

! Se calculd en Estados Unidos que al momento de detener parcialmente el vertido de petréleo en el Golfo de México, éste
frisaba en los 5 millones de galones, a lo que habria que adicionar los enormes montos de solventes arrojados en la zona a
efecto de disolver el petroleo que estaba en la superficie marina e impedia el paso del oxigeno. Hubo una controversia
muy acalorada al considerar que los solventes contribuyeron a acentuar el fenémeno destructivo del derrame petrolero.
Respecto a la magnitud de la destruccion de la vida marina no se tiene la menor idea.

2 Este no es el modelo de la explotacidn intensiva y extensiva de la naturaleza, simplemente se recurri6 a este diagrama
por parecernos que ilustra de manera adecuada el problema que hemos planteado, ademas de que puede servir de
motivacion para hacer un modelo matematico del fenémeno aqui estudiado.

39



Dimension econdmica, Instituto de Investigaciones Econdmicas, UNAM
Revista digital arbitrada

Vol. 2, nim. 6, mayo-agosto 2011

http://rde.iiec.unam.mx/revistas/6/articulos/3/31.php

complicados y cuyos estudios empiricos (Rousseau, 2009: 161-194) son todavia
incipientes.

El modelo de crecimiento de la poblacién de Malthus

Sean:
t = Tiempo (variable independiente).
P = Poblacion (variable dependiente).

r = Coeficiente de la razén de crecimiento de la poblacion (parametro).

Entonces,

Ecuacion (1)
dpP = kP
dt

La ecuacion (1) tiene la siguiente solucion analitica® para un problema de valor
inicial:
Ecuacion (2)

P(t) = Poekt

Con el proposito de simplificar solo presentaremos la gréfica de la solucion de la
ecuacion (2) con el programa de computo Dfield7:

3 Significa que se puede resolver matematicamente con las herramientas del calculo diferencial e integral por el método de
separacion de variables.
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Gréfica 1
El modelo de Malthus: P'=k P k =0.25

En la grafica 1 podemos ver que k=0.25 y diferentes condiciones iniciales (tamafios
de poblacion); en todos los casos éstas crecen exponencialmente hacia el infinito. Este
modelo de Malthus muestra la visién apocaliptica del futuro de la humanidad cuando
afirma que mientras la poblacion crece exponencialmente, la produccion de alimentos crece
aritméticamente, es decir el futuro seria de escasez de alimentos y hambrunas. Lo que no
tomoO en cuenta Malthus es la capacidad de adaptacion que tiene el hombre y que el
crecimiento de la poblacién tiene un limite que le pone el entorno (disponibilidad de
espacios y recursos). La extension del modelo de crecimiento de la poblacion que hace
Verhulst lo hace mas realista incluyendo este ultimo aspecto.
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El modelo de crecimiento de la poblacién de Verhulst

La ecuacion fue propuesta por Verhulst para modelar el crecimiento de cualquier
poblacién, ya sea humana o de animales. Es una ecuacion paradigmatica® porque a pesar de
su sencillez es una ecuacién dindmica no lineal® con mucho potencial para modelar y
ademas es muy didactica para representar un sistema dindmico no lineal que evoluciona en
el tiempo.

Sean:
t = Tiempo (variable independiente).
P = Poblacion (variable dependiente).

r = Coeficiente de la razon de crecimiento de la poblacion® (parametro).

K = Capacidad de carga’ del sistema.

Entonces,

Ecuacion (3)

dP p
—=r(1——>P
dt K

La ecuacién (3) tiene la siguiente solucion analitica para un problema de valor
inicial:

* Se dice gue una ecuacion es paradigmatica cuando fue propuesta para modelar un problema o fendmeno especifico, pero
con el tiempo se descubre que esa ecuacion sirve para ilustrar o modelar fenémenos distintos del original. En este caso la
estamos usando para ilustrar el incremento de la explotacion intensiva y extensiva de la naturaleza por parte del hombre.
Sary Levy Carciente (2002: 14), entre otros, afirma que “Muchas de las aplicaciones de la dinamica de caos a problemas
econdmicos son adaptaciones de la ecuacion logistica.”

® Es dinamica porque es una ecuacion que nos representa la evolucién de la variable en el tiempo y es no lineal porque es
de segundo grado y su grafica nos muestra claramente que su solucién, en las diferentes condiciones iniciales, es una
curva.

® Como lo explicamos en el pie de pagina 4, originalmente la ecuacion logistica de Verhulst se propuso para modelar
poblaciones humanas. Pero como lo explica Levy, con ciertas adaptaciones se han hecho aplicaciones a problemas
econémicos.

" En el modelo original, Verhulst llama capacidad de carga a los limites territoriales y de recursos que tienen las
poblaciones para poder seguir creciendo. En el fendmeno que estamos ilustrando significaria el limite que tiene la
naturaleza para resistir la explotacién intensiva y extensiva por parte del hombre.
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Ecuacion (4)

Pye™

P(t) =
1+ %(e” - 1)

Con el propésito de simplificar, s6lo presentaremos la gréfica de la solucion con el
programa de computo Dfield7:

Grafica 2
El modelo de Verhulst: P ' =r P (1 - P/K) r=030 K=10
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En la grafica 2 podemos ver qué r=0.30 y K=10. También observamos que ante
cinco condiciones iniciales diferentes (2, 6, 8, 14 y 18), la poblacion converge a la
capacidad de carga (K) del sistema. Es decir, cuando P<K la poblacién crece; cuando P>K
la poblacion decrece. Podemos ver que la diferencia de Verhulst con Malthus es que el
primero plantea el crecimiento de la poblacion de forma exponencial (fenébmeno que en su
momento fue conocido como “explosion demografica”); el segundo plantea que el
crecimiento de la poblacion esta limitado por la disponibilidad de recursos y espacio (la
capacidad de carga del sistema), incluso si el tamafio de la poblacion es excesivo, ésta
empieza a decrecer hasta converger a la disponibilidad de recursos y territorio.
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La ecuacioén logistica discreta®

Continuando con el ejemplo del crecimiento de la poblacion, tratamos de afinar el modelo
siguiendo las mismas ideas que nos condujeron al modelo logistico continuo del punto
anterior. Entonces, la forma que adquiere el modelo logistico discreto es el siguiente:

Ecuacion (5)

Pﬂ+1 - Pﬂ =TPs (l_pﬂ]

En este caso el crecimiento de la poblacion se expresa como la fraccion de la
poblacion méaxima admisible existente, en el paso del periodo n al periodo n+1, dado por la
diferencia p,,, — p, , resultando ésta proporcional a la poblacion existente al principio del

periodo temporal y a la diferencia entre el valor de saturacion y dicha poblacion.

En la ecuacion (4) y la gréfica (2) podemos observar que, dada una condicion inicial
P, . queda determinada una sucesion de valores p,, p,,..., p,. Pero en el caso discreto —a

diferencia del modelo continuo en el que se puede hallar la poblacion como funcidn
explicita del tiempo t—, es posible obtener p como funcion explicita de n, esto significa que
no se puede resolver analiticamente la ecuacion en diferencias (5), de modo que si
queremos obtener al valor de p,, tendremos que calcularlo uno a uno.

Se puede transformar la ecuacion (5) en otra mas facil de manejar de la siguiente
manera:

_(1+n)X,

P, -

Asi, obtenemos:

Xu+1 = (1 + T}xﬂ-(i - xﬂ-}

8 A diferencia de la ecuacion logistica continua, en la ecuacion logistica discreta los procesos estudiados se observan en
instantes puntuales distintos y los datos experimentales obtenidos de esta manera forman entonces un conjunto discreto y
ordenado de valores. Para el modelo que tomamos para este trabajo son la cantidad de poblacion tras el primer ciclo, el
siguiente nimero tras el segundo ciclo, luego el tercer nimero, y asi sucesivamente.
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Ecuacion 6

Xp1 = kxﬂ{l - xﬂ-}

Diagrama de bifurcacién® de la ecuacioén logistica discreta

Ahora pasaremos a construir el diagrama de bifurcacién aplicando la formula (6) y
apoyandonos en el programa de cémputo Excel. Con este diagrama, conocido también
como diagrama de Feigenbaun, podremos observar como el comportamiento del sistema

pasa de ser ordenado a ser caotico.

Con una condicion inicial, un pardmetro de bifurcacion y los datos experimentales
obtenidos en cada ciclo, se pudo construir el diagrama de bifurcacion de la gréfica 3. Para
la obtencion de la serie de datos y su respectiva grafica, hemos partido con una condicion
inicial (B, = 0.001), un pardmetro de bifurcacion (« ) que va de 1 a 4, y una tasa de

crecimiento de la poblacion (k) de 0.0001.

Sean:

Po=0.001; 1< ® >4 ;y k=0.0001, entonces:

20001

25001

30001
30002

30070

1

3.5

4 0001

4 0069

0.000299

0.66667222

0.85689552

0.88726419
0.40011581

1.00051526

® Para hacer el diagrama de bifurcacion se construy6 una serie con 30070 datos con ayuda del programa de cdmputo

Excel.
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El diagrama de bifurcacion resultante de los 30070 ciclos es el siguiente:

Gréfica 3
Diagrama de Bifurcacion

1.2

0.6 -

0.2

En la gréafica 3 se puede ver que cuando el pardmetro de bifurcacion esta entre 1y 3
no hay cambio estructural; cuando el pardmetro de bifurcacién estéd entre 3.0001 y 3.5659
se presenta el primer cambio estructural con la primera bifurcacion; cuando el parametro de
bifurcacion esta entre 3.57 y 4 hay otro cambio estructural con la aparicion de bifurcaciones
en las bifurcaciones y el sistema ya se encuentra entre el orden y el caos; finalmente,
cuando el parametro de bifurcacion es mayor que 4 el sistema entra en régimen caotico.
Desde el punto de vista de la teoria del caos, esto significa que el sistema ha pasado de ser
ordenado a un nuevo estado que ya no es facilmente predecible. El estado cadtico sugiere
que aunque el comportamiento del sistema es impredecible, es posible encontrar nuevas
formas de auto-organizacion del sistema diferentes a la estructura original.

A manera de conclusion

Afortunadamente, las predicciones catastrofistas de Malthus no se cumplieron debido a la
capacidad del hombre para encontrar nuevas formas de produccion y distribucion de los
alimentos. Ademas del éxito que han tenido los métodos empleados para desacelerar la tasa
de crecimiento de la poblacion.

Algunas aplicaciones del modelo de Verhulst a poblaciones de bacterias, animales y
humanas han mostrado que el crecimiento de la poblacion, en los diferentes casos, se ajusta
mas a la ecuacion logistica que a la ecuacién de Malthus.
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Sin embargo, hay evidencia de que a partir de la Revolucion Industrial y la consecuente
industrializacion acelerada que ésta trajo consigo, la produccion de bienes y servicios para
el consumo del hombre se ha convertido en un proceso que ha provocado un incremento en
la explotacion intensiva y extensiva de la naturaleza.

Aunque hay algunos trabajos que sugieren como cuantificar los dafios al medio
ambiente y otros de como sancionar dichos dafios, quiza todavia no hemos tomado
conciencia de que podriamos modificar a tal grado la estructura de la naturaleza que dicho
cambio tendria consecuencias sobre el hombre porque éste es parte indisoluble de la
naturaleza; es decir, cualquier alteracion que hagamos a la naturaleza, tarde o temprano nos
afectaria en un grado mayor o menor.

Como es dificil observar el fendmeno en su totalidad (la explotacion intensiva y
extensiva de la naturaleza), es necesario y posible hacer un modelo matematico que nos
permita observar el comportamiento general de aquél, ademas de la posibilidad de
manipular las variables del modelo para plantear escenarios que nos ayuden a encontrar
soluciones. En ese sentido, se presentaron los modelos de Malthus y Verhulst. Este ultimo,
también conocido como la ecuacion logistica, se transformo en su version discreta con el
proposito de construir el diagrama de bifurcacion para mostrar el potencial que tienen las
matematicas no sélo para cuantificar, sino como una metodologia para modelar fendmenos
complicados como el que aqui se expuso. Ojala que la presentacion de los modelos
mencionados sirvan de motivacion para hacer un modelo sobre la explotacion intensiva y
extensiva de la naturaleza.
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