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Evaluacion de ecuaciones de factor
de friccidn explicito para tuberias

Alejandro Isaias Anaya-Durand,* Guillermo Israel Cauich-Segovia,
Oliver Funabazama-Bdrcenas?y Victor Alfonso Gracia-Medrano-Bravo*

ABSTRACT (Evaluation of explicit friction factor equations for pipes)

Within Chemical Engineering, there are a lot of problems involving fluids in motion, and for their
solution we must consider the causes of the movement. In this case there is a force that stops fluid
from moving, called friction. The evaluation of this term comes from and extended analysis of all the
forces that cause stress on a differential element of volume in the bulk of the fluid. The objective of
this paper is to evaluate different mathematical models that describe in an explicit form the friction
factor of a fluid in a pipe. We acomplish this by comparing the numerical values against the Cole-
brook-White equation and the Karman number. Needless to say there is not a perfect model to de-
scribe this kind of phenomena. But we hope to expand the knowledge of the reader, and let him to
choose the best model depending on the situation.
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Resumen

Dentro de la Ingenieria Quimica existen muchas situaciones que involucran fluidos en movimiento,
y para poder resolverlas se deben considerar las causas del movimiento. Respecto a lo anterior, existe
una fuerza que impide el movimiento del fluido, la cual es denominada friccién. La evaluacién de este
término viene de un andlisis extenso de todas las fuerzas que causan un esfuerzo sobre un elemento
diferencial de volumen en el seno del fluido. El objetivo de este articulo es evaluar diferentes modelos
matematicos que describan, mediante una forma explicita, el factor de friccién para un fluido en una
tuberia. Esto se realizé mediante la comparacién de valores numéricos de dichos factores respecto a
la ecuacion de Colebrook-White y el nimero de Karman. Como es bien sabido, no existe un modelo
perfecto que permita describir este tipo de fendmeno; sin embargo, se espera proveer de conocimien-
tos al lector, tal que le permita escoger por si mismo el modelo més apropiado segtin la situacién que
se le presente.

Palabras clave: factor de friccidn, factor de friccién de Darcy, ecuacién de Colebrook-White, caida
de presién en tuberias
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Introduccion

El flujo de fluidos es una parte crucial para realizar operacio-
nes en las plantas industriales, especialmente en el sector de
la industria quimica. Dentro de la dindmica de éstos, siem-
pre ocurre fricciéon de los mismos con la tuberia y en diferen-
tes accesorios, ocasionando pérdidas de presion en el flujo a
lo largo de su trayectoria. Es importante conocer esta caida
de presién para una apropiada operacidn del proceso a reali-
zar, por ello se han efectuado diferentes estudios parala eva-
luacién de ellas. Las pérdidas de presidon pueden determinar-
se a través de un balance de energia mecéanica, segin la
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ecuacion (1), la cual es una derivaciéon del Teorema de Ber-
noulli para flujos incompresibles.

En la ecuacién (2), conocida como ecuacién de Darcy-
Weisbach, se requiere conocer un factor f’, llamado factor de
friccion de Darcy, el cual es una variable adimensional y de-
pende tanto del nimero de Reynolds (Re, el cual a su vez es
un factor adimensional que relaciona las fuerzas dinamicas
del fluido), y la rugosidad relativa de la tuberia (€/D), la cual
esun indicador de las imperfecciones del material de la mis-
ma tuberia.

=2

PV, +z (i)+v1 +Q-W,
YT \ge) T 2ag. 4
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:P2V2+Zz(i)+ 2 +ZFT (1)
a-/  2aa.

donde
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Cuando el fluido es enviado a condiciones de flujo laminar
(Re £2100), el factor de friccién solo depende del nimero de
Reynolds y se calcula a partir de la ecuacién de Hagen-Poi-

seuille:
, 64
=z (3)
Por otro lado, cuando el flujo es a régimen turbulento
(Re 2 4 x103), el factor de friccidn es generalmente calculado
por laecuacién (4), conocida como la ecuacién de Colebrook-

White (CW):
1

Jr

Esta ecuacidén estd basada en estudios experimentales

en tuberias comerciales e incluye consideraciones tedricas
de los trabajos de von Karman y Prandlt, misma que el pro-
pio Lewis F. Moody (1944) afirmé que arrojaban resultados
satisfactorios, ya que contempla tuberias lisas y rugosas, de
la cual se origina el conocido Diagrama de Moody para obte-
ner de manera grafica factores de friccién. Lo anterior con-
vierte a la correlacién de CW en una ecuacién estandar y la
mas aceptada para la estimacién del factor de friccién a régi-
men turbulento y para rugosidad relativa (0 < €/D < 0.05).
Sin embargo, como se observa en la ecuacién (4), el factor de
friccién se encuentra implicito en ella, impidiendo su despe-

je y complicando su utilizacién, para lo cual se requiere del
uso de métodos numéricos.

+ 2.51 4
7 Re\/F ( )

|t:|m

= —2log

w

Tabla 1. Correlaciones halladas en la literatura.

No obstante, afios después (mediados de 1970) de la pu-
blicacién de la correlaciéon de CW se han propuestos diversos
modelos matematicos que permiten obtener el valor del fac-
tor de friccién mediante ecuaciones explicitas.

Cabe mencionar que para la zona de transicién entre ré-
gimen laminar y turbulento no existe una correlacién con-
fiable para determinar el valor de factor de friccién, ya que
depende de varios factores como cambios de seccién, de di-
reccion del flujo y obstrucciones tales como valvulas corrien-
te arriba de la zona considerada. Por ello, se recomienda, en
caso de ser requerido, basarse en el Diagrama de Moody.

Justificacion y objetivo

La aplicacién de métodos numéricos para encontrar el valor
del factor de friccion se puede volver una tarea muy tediosa,
y aun mas cuando ésta tiene que ser calculada en repetidas
ocasiones durante la realizacidn de problemas académicos o
incluso en la evaluacion de proyectos industriales. Por ello,
el objetivo del trabajo es presentar una compilacién de ecua-
ciones explicitas para el cdlculo de factor de friccidn, asi
como la comparacion de las mismas respecto a la ecuacién
de Colebrook-White en el régimen turbulento, que permita
seleccionar alguna de ellas como una ecuacién practica y
sencilla para la determinacién de dicho factor de friccién.

Correlaciones halladas en la literatura

En la tabla 1 se presentan varias correlaciones reportados
en la literatura utilizadas para calcular el valor del factor de
friccién.

No. Modelo Correlacion Rango de Aplicacion
Mod.
4x103<Re<1x108
1 Filonenko f' =[1.82 log(Re) — 1.64]72
Tuberias hidraulicamente lisas
. 6811025 4 x 103 <Re<1x 108
2 Altshul (1) " f=011 [(_) + (_)]
D/ \Re 1x 1076 < e/D <0.05
R 2 4x103<Re<1x108
e
3 Altshul (2) £ =118 log _ .
0.135-Re - (5) +65 1x107° <¢€/D <0.05
4x103<Re<1x108
4 Konakov " f' =[1.8 log(Re) — 1.5]72 ¢
Tuberias hidraulicamente lisas
€ € 2 4% 103 <Re <1 x 108
5 | Shacham (1) F=l-21 @ _502 @ 145
37 R 37 Re 1x 1076 < ¢/D <0.05
@ ¢ e 4x10% <Re <1x 108
X(1-InXx)—B2 £ _ £ _ X e X
6 Shacham (2) ** "=|———%| donde X = Q - 5ﬂlog Q 4123
1.15129)(4_F 3.7 Re 3.7 Re 1x 1076 < E/D <0.05
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No.
Mod. Modelo Correlacion Rango de Aplicacion
€ -2
)
3.7065 4x 103 < Re <1 x 108
[41
7 Chen (5)1-1098 1x107%<e¢/D <0.05
_ 5.0452 D _ —0.8981
Y = . log Saasr T Zl y Z = 5.8506(Re)
1
g \12 3112
f'=38 [(—) +(A+ B)‘E]
Re
4x103<Re<1x108
8 Churchill ® 16 16 .
_ 1 37530 1x107°<¢€/D <0.05
A= [2.457 In <—7 - E )] y B = ( -~ )
(re) +027(5)
-2
o P.K. Swamee y L 574 5x103<Re<1x108
AK. Jain 21 f'=0.25| log D + Re B
372 1% 1076 < ¢/D <0.001
10 Paviov , 1 (e 681\ 3 8
f=1-21log ﬁ(E) (E) 4x10% <Re<1x10
11 Round "= 1810g 027 (£ 651
7= {risiogozr (5) + )
Re -2
] 1 e 4518log ()
12 Barr f'=1<-2log —(—) + o7
3.7\D7 " poq +LR 0.52 (E)
e(1+55Re™ (5
Zigrang y 1 /ey 502 1 ey 5.02 1 ey 133\ 72
’ = )5l )-S5+ )
Sylvester 1 f { °957(5) ~ 7z 109 (57 (5) 7 09 (55 (5) =
£\ B 4x10% <Re < 1x 10°
14 S. E. Haaland ™ r=J_181 D_ 27
e fr=4"18lg|| 37 Re
: 1E-6 < ¢/D <0.05
£ -2 9
s £ 95 96.82 5235 <Re <1x 10
15 Manadilli f'=<5-2log|=% + 0583
37  Re® Re Cualquier valor de €/D
-2
) o ) 5.0272
'=172199137065 ~ Re 3% 103< Re < 1.5 x 108
16 Romeo et al. '@
1 ey 4567 1 ey)\* "% 53326 09345 0<€e/D<0.05
A= —)-= — -
log 3577 (5) =R 109 ((7.7918 (D)> * (208.815 + Re) )]
i6 i i6 i siguiente manera:
Evaluacion y discusion de las correlaciones guient
Cada una de las correlaciones antes presentadas fue evalua- VCW — VCE
da y comparada respecto a su desviacién con la ecuacion de 9% Desviacion = |W *100%

CW (universalmente aceptada). La desviacién se calculé de la
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donde VCW y VCE son los valores obtenidos por la ecuacion
de CW y la correlacion en estudio, respectivamente.

Los valores del factor de friccion por la ecuaciéon de CW
fueron obtenidos usando el método numérico de Newton-
Raphson, el cual se basa en realizar iteraciones hasta la con-
vergencia del valor del factor de friccién mediante un algo-
ritmo disefiado por dichos autores. Para lo anterior, se
consider6 un valor arbitrario de rugosidad relativa €/D =
0.001, para todos calculos, y considerando Unicamente
como variable el niimero de Reynolds, Re.

El estudio se basa en dos aspectos fundamentales: la
desviacién del valor obtenido por las correlaciones en el régi-
men turbulento y la simplicidad y practicidad de la misma.
Respecto del flujo turbulento, se realiz6é una subdivisién de
éste, a saber, inicios del régimen turbulento (4 x 103<Re < 1 x
10°) y completa turbulencia (1 x 105<Re < 1 x 108). Esto con el
fin de poder apreciar mejor el comportamiento de las corre-
laciones en dichas secciones, puesto que en la industria ge-
neralmente se usan factores de friccién a total turbulencia.

Inicios del régimen turbulento
En esta region de flujo turbulento, se encontr6 que la mayo-
ria de las correlaciones tienden a disminuir su desviaciéon

50%

(a) Altshur (1)
\ === Altshul (2)
45%
\\ e Barr
40% N = == Chen
..>\_.._._ — et mle = =4 = . ~Churchill
35% ~ e Filonenko
S NS \\ === Haaland
s =~ \
S 30% < = T— = « =Konakov
H ——— —
a — Manadill
2% \\ ~—— ==c_ Paviov
o Se<S==
\ == Romeo
¥ .
2o T~ Round
T~ === Shacham (1)
15%
’ \ ==+ =Shacham (2)
~
0, Swamee-
10% Jain
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94 === Zigrang-
Re/1000 Sylvester
(b) s
NS
N
\
. \|
33% S NG -
AN === Altshul (2)
. \‘
31% NACY ==+ = Churchill
S N\
] R Manadill
S 29% \ By
.‘; S Pavlov
] S
8 . SN —— Round
27% v L
\\
e
25% \ K‘v\.
S -
|
s
23% S :E =
b
21%
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94
Re/1000

Figura 1. Desviaciones de las ecuaciones explicitas a inicios de régimen
turbulento. (@) Comportamiento general de las correlaciones, (b) Acerca-
miento de la gréafica (a), con las correlaciones con menor desviaciones.
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conforme aumenta el Re, hasta un 22%; no obstante, la co-
rrelacién de Round resultd ser mejor aproximacion a todas
ellas, puesto que alcanzé un minimo de 11.4% de desviacion
[figura la]. Aun asi, se observaron las correlaciones que
obtenian buenas aproximaciones después de la Round, de
las cuales las mejores resultaron ser las de: Manadilli (con un
minimo de 22.3%), Churchill (minimo de 22.6%), Pavlov
(minimo de 22.8%), incluyendo la de Altshul (2) (minimo
de 21.8%, cuando Re > 7 x 104, ya que al principio del régi-
men turbulento tiene mayor desviacién que las anteriores)
[figura 1b].

Considerando la simplicidad de las correlaciones ante-
riores, la de Round es sin lugar a dudas, la mas sencilla y
practica, aunado a que es la que menor desviacién presenta
respecto a la de CW. Asi, la correlacién de Round es la suge-
rida para utilizarse en el caso de encontrarse en los inicios
del régimen turbulento.

Completa turbulencia

Esta regién es la mds frecuente en las situaciones presentes
en la industria, por lo cual las correlaciones deben poseer
una muy baja desviacidn para ser realmente 1til. Del estudio
se puede comentar lo siguiente: la correlacién de Round
aproxima mejor para 1 x 105 <Re < 5 x 10 con un valor méxi-
mo de desviacién del 11.4%,; la de Altshul (2) para 5 x 105<
Re < 3 x 108 con un 7.8% de desviacién maxima. Sin embar-
go, para Re > 3 x 10° ambas correlaciones poseen valores
demasiados altos de desviacidn, por lo cual no pueden ser
consideradas representativas de toda la region de total tur-
bulencia, aunque podrian ser consideradas en caso de en-
contrarse en un flujo a dichas condiciones. No obstante,
existen otras correlaciones que poseen una mejor aproxima-
cién capaz de resolver esta situacion [figura 2a].

Como se aprecia en la figura 2b, cuando Re > 8 x 109,
la correlacién de Haaland resulta ser la que mejor aproxima,
con una desviacién menor que 1% (minimo de 0.01% en
Re =5 %107y 0.1% cuando Re tiende a 1 x 108). Comporta-
mientos similares se obtienen usando los modelos de Pavlov
Manadilli, Zigrang-Sylvester y Swamee-Jain, principalmen-
te, todas ellas con un porcentaje de desviaciéon menor que
1% (minimos de 0.10% cuando Re tiende a 1 x 108).

Cabe destacar que de las correlaciones antes menciona-
das, las mas simples y sencillas de utilizar para calculos son
la de Pavlov y de la de Haaland, en ese orden. Al evaluar es-
tos dos modelos para la totalidad de la regién de completa
turbulencia, se hall6é que la de Pavlov posee menor desvia-
cién que la de Haaland [figura 2a], por lo que la convierte en
la mejor correlacién para evaluar el factor de friccién en regi-
menes de completa turbulencia.

Ahora, j;cuales serian las aplicaciones practicas de tener
una buena correlacién para calcular los valores de factores
de friccién?

Cuando se trata de resolver problemas en los que inter-
vienen flujos fluidos, cominmente existen tres principales
situaciones a determinar, como mencionan Anaya et al.
(2005):
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70% ATShT (1)
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Figura 2. Desviaciones de las ecuaciones explicitas en régimen completa-
mente turbulento: (@) Comportamiento general de las correlaciones en
escala logaritmica; (b) Acercamiento de la grafica (a) con las correlaciones
con menores desviaciones

1) La caida de presién, cuando son conocidas la velocidad
del fluido y el didmetro de la tuberia.

2) Lavelocidad del fluido (que a su vez permite determinar
el flujo del mismo), conocidas la caida de presién y el
didmetro de la tuberia.

3) El didmetro requerido de la tuberia, conocidas la caida
de presiéon y el flujo en ella.

Para poder acatar cada una de las situaciones anteriores en
muchas ocasiones es necesario conocer el valor de factor de
friccién para estimar de manera aceptable las pérdidas por
friccién alolargo delatuberia. Ademads de ello, existen otras
situaciones donde se requiere dicho valor, como son en la
estimacién de pérdidas de presiéon en accesorios, calculo
de bombas, que de manera general influyen en estimado de
costos ya sea de sistemas de tuberias y/o equipos, e inclusive
en toma de decisiones de disefio de procesos, lo cual hace
que verdaderamente una correlacién sencilla y practica para
realizar calculos rapidos.

A manera de ejemplo se presenta una situacién en don-
de se requiere una toma de decisién a partir de la realizacion
de un calculo rdpido con base en el uso de la correlacién de
Pavlov, comparandola con los resultados obtenidos con la
ecuacién de CW.
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Situacidn. Una seccién de planta industrial requiere generar
vapor a una determinada presion, enviando un flujo de agua ha-
cia una caldera, segun el esquema de la figura 3. Sin embargo,
actualmente dicha planta tinicamente cuenta con tres bombas
centrifugas: una de 200 HP, una de 250 HP y otra de 300 HP.
Considerando que la eficiencia mecdnica de éstas es de 0.75 y
que la longitud equivalente de los accesorios en el sistema de tu-
berias es aproximadamente 314 ft, ;qué bomba utilizaria para
dicho procesoy por qué?

H20
P=20 psia
T=227.9°F
p=59.4 Ibm/ft3
p=1.88 x10-4 Ibm ftt.

P=220 psia

Q=1000 gpm (v=11.11 ft/s)
Tuberia6”Ced40 [ [T 4

(Avanss=0.2006 ft2, D,,=0.5054 ft) .
o=l Galdera

¢ £t

" Bomba Gerrifuga

200" 1000

Figura 3. Esquema de proceso de la alimentacién a una seccién de gene-
racion de vapor de una planta industrial

Solucién
Calculando cada uno de los términos de la Ec. (1):

b
— sl .
AP p,—p, (20-2007% 144in?

b, ft
2z = B = 4848
P 4 59.4 —m m
e
t
g 32.2£z Ib; ft
Az (—) = (120 - 20)ft x —— = 100—-—
Je m [ ib,,
“ b, 7
t
AD? =1722—1712 ~ (11-11—0)% o lbft
2ag. 2ag. b, ft 7 b,

2(1)(32.2 W)

Calculando el nimero de Reynolds para obtener el régi-
men al cual se encuentra el flujo de agua:

DD
Re = —" (5)
u

. (0.5054 ft) (11.11’%) (59.4 ?’—’;)

= 1.77x10°
—, Ib,, [t

4 m
1.8815x10 —-

Usando la ecuacién de Pavlov (modelo 10, tabla 1)

N ) 6.81 097 2
fl= {—2 log [ﬁ (0.001) + (Txlo"’) ”

f'=0.01964

[Desviacién de 5.4%, Ec. CW: f’=0.02075]

A partir de la Ec. (2)
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2
Fo2L (0.01964) (1111 E) (1635 + 314)ft Ib, ft
Z 1-2 = = ™G = 14516
29.D 2 (32.2 Tbm“sLZ) (0.5054 ft) by,
f

b ft
1b

[Usando el valor de a partir de Ec. CW,Z FriL, = 153.37 ]

m

A partir de la Ec. (1) se obtiene la cabeza de la bomba
(-W;=H, Q=0)

g AP AD
H = AZ (—C> 7 Zagc + Z FT1_>2
b, ft
i =731.032]
b

Finalmente se obtiene la potencia de la bomba con la Ec. (6)

Hp.S,
pip = JoomtirS9 (6)

Nbomba

b
(1000 gpm) (731.93% @

BHP =
3960 (0.75)

=246 HP

[Usando el valor de a partir de f’ Ec.CW, BHP = 233.63 HP]

Por tanto, para la planta industrial se requiere utilizar la
bomba de 250 HP, ya que la de 200 HP no posee la potencia
necesaria para bombear el fluido hasta la caldera y la de
300 HP se encuentra “sobrada”, es decir, puede usarse pero
no se estaria aprovechando eficientemente la energia.

Como se observa, los resultados obtenidos segin la co-
relacién de Pavlov son parecidos a los que se obtuvieron con
la ecuacion de CW, lo cual comprueba que la primera es una
correlacion lo suficientemente practica para realizar calcu-
los sin tener una gran desviacién.

Conclusiones
Del presente trabajo, se recomienda utilizar la correlaciéon de

Pavlov:
AR EWENCINC

para realizar cdlculos en la determinacién de caidas de pre-
sién, sea en problemas académicos como en situaciones rea-
les que requieren de una rapida resolucién sin escatimar
precision respecto al valor obtenido por la ecuacién de Cole-
brook-White.

Esta se caracteriz por tener un valor méximo de 34.4%
de desviacién (en la regién de transicién) y un minimo de
0.08% (en la region de completa turbulencia), y ademas
de ser simple y practica pararealizar cdlculos rapidos cuando
se requiera, misma que resulta ser apropiada para el rango
de2x103<Re< 1x108y €/D< 0.05).
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Nomenclatura

Re Ntmero de Reynolds

f! Factor de Friccion de Darcy

€/D Rugosidad Relativa

P; Presion

p Densidad

1 Viscosidad

D Didmetro de la Tuberia

V; Volumen Especifico

Z; Altura relativa del sistema

g Aceleracién de la gravedad

ge Factor de conversién (32.2 lbm ft s2 1bf™?)

@ Factor de correccién de la aceleracién de la
gravedad

v; Velocidad del fluido

Q Calor del Sistema

We Trabajo de Bomba

Fr Trabajo de Fricciones

Qgm  Flujo volumétrico (gpm)

Hgq Cabeza de la bomba (Ibf ft Ibm 1)

S, Gravedad especifica
Npomba  Eficiencia mecdanica de la bomba
BHP  Potenciarequerida de la bomba
I Longitud de la Tuberia
CwW Colebrook-White
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