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Resumen

La topologia es un area de las matematicas que,
en definitiva, no se encuentra explicita en el mapa
curricular del quimico; no obstante, esta implicita en
una infinidad de fenémenos de relevancia para las
ciencias quimicas, desde la estructura de moléculas
sencillas, la racionalizacion de sus propiedades
electréonicas mediante la distribucion espacial de sus
orbitales frontera, la conformacién que adoptan las
macromoléculas y sus arreglos supramoleculares.
En este trabajo se presenta el concepto de espacio
topolégico como modelo matematico de la estructura
de un sistema molecular. Este modelo es una
herramienta que sirve como complemento a los
métodos mecanocuanticos y proporciona al quimico
informacién valiosa sobre la estructura molecular
contenida en el patréon de conectividad entre los
atomos que forman alamolécula. En esta contribucion
se describe la construccién del modelo para el caso de
conjuntos discretos como antecedente al estudio del
espacio topoldgico para caso continuo.
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Abstract

Topology is an area in mathematics thatis notincluded
in the courses of a Chemistry student; although
it is important for a variety of relevant chemical
sciences phenomena, such as simple molecular
structures, the study of electronic properties
through the spatial distribution of the frontier
orbitals, or the macromolecules conformations and
their supramolecular arrangements. In this work,
the concept of topological space is discussed as a
mathematical model of amolecular system. This model
is a complementary tool for methods of quantum
mechanics and provides valuable information
about a molecular structure within the connectivity
pattern between the atoms of the molecule. In this
contribution, a model is built for the case of a discrete
set as an antecedent for the study of the topological
space as a continuous case.
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Chemistry will become a branch of applied mathematics,
but it will not cease to be an experimental science.

(Brown, 1864)

Introduccion

a solucion de muchos problemas que recaen en la aplicacion de la quimica, parte de la

comprension de la informacién estructural ponderando diferentes efectos estéricos,

electronicos y geométricos de las moléculas involucradas. El quimico, en su necesidad
de conocer y comprender la estructura molecular, construye modelos que buscan ser los
mas apegados a la realidad y esta construccién juega un papel muy importante en la ciencia
y la tecnologia. Los modelos abarcan desde construcciones fisicas a escala (maquetas
y modelos moleculares) hasta construcciones abstractas conformadas por sistemas
de ecuaciones (modelos matematicos). Un modelo cientifico es, necesariamente, una
representacion simplificada de un fenémeno de interés en el que inicamente se toman en
cuenta las propiedades que resultan relevantes y, por otro lado, se ignoran aquellas que
complican de manera innecesaria la representacion (Suckling et al., 1978; Maksi’c, 1987);
estos modelos se aplican para plantear relaciones entre la estructura de una molécula y
propiedades asociadas a su reactividad o actividad biolégica. En general, la comprension
de los elementos que definen la estructura de la materia es un proceso complejo que
conlleva el desarrollo de habilidades intelectuales que trascienden al conocimiento
basico que se puede obtener de cualquier libro de quimica a nivel universitario, donde,
normalmente, se presenta una vision sencilla de la estructura de una molécula. En principio,
la estructura molecular parte de su concepciéon como una figura geométrica dentro de un
espacio bidimensional o tridimensional, en donde esta geometria nos permite estudiar
las propiedades que se mantienen invariantes, para ello, a tales objetos geométricos se
les debe aplicar diferentes transformaciones como son: la rotacién alrededor de un eje, la
reflexion a través de un plano, la traslacion del origen de referencia, la multiplicacién por
un nimero positivo (escalamiento) o bien, transformaciones obtenidas como resultado de
la composicién de dos o mas de aquellas.

En este enfoque, las caracteristicas geométricas de una molécula, tales como las
distancias y dngulos de enlace y los correspondientes angulos diedros, son propiedades
fundamentales para caracterizar alas moléculas como objetos geométricos con propiedades
como el volumen, momento dipolar, punto de ebullicién, etc. Como consecuencia, es comuin
pensar en la estructura de las moléculas como objetos geométricos simples, asi, el &tomo
de carbono tetraédrico del metano (1) y la planaridad del benceno (2) son objetos con los
que nos familiarizamos sin ampliar nuestra vision de ellos (figura 1). Sin embargo, otras
propiedades moleculares no dependen de la geometria, del tamafio o de la forma, y quedan
determinadas esencialmente por la manera en que los &tomos constituyentes se conectan
unos con otros, sin tener en cuenta su naturaleza ni el tipo de enlace entre ellos, lo que
introducimos como “topologia molecular”. Ademas de la conectividad, se puede afirmar
que, la construccién de un modelo topoldgico de la materia, a partir de nuestra concepcién
geométrica, se puede convertir en una generalizacion que puede resultar muy util para el

quimico en formacidn.
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FIGURA 1. Estructuras de
las moléculas de metano
(1) y de benceno (2).

EsQuEMA 1. Equilibrio
conformacional del etano
(3) y la formacién de

sus correspondientes
objetos topoldgicamente
equivalentes.
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De esta manera, la topologia es una rama de las matematicas que

tiene que ver con la nocion de cercania y continuidad entre objetos

)ﬂ‘ H matematicos, de tal manera que aporta criterios para determinar si dos

objetos son equivalentes o no, lo que se verifica mediante la idea de

(M () transformar uno en otro mediante transformaciones continuas

llamadas homeomorfismos, estas transformaciones pueden tener

ciertas propiedades, las cuales, de existir, se llamaran propiedades topoldgicas, o invariantes
topologicos (Brown, 1864; Sylvester, 1878; Ayers et al,, 2015).

En términos simples, la topologia estudia las propiedades de ciertos objetos
matematicos conocidos como espacios topoldgicos, los que pueden imaginarse como objetos
hechos de un material elastico ideal, en ese sentido, una banda elastica es, s6lo, un ejemplo de
este tipo de objetos en nuestra experiencia cotidiana. Un objeto topoldgico puede
transformarse en otro mediante alargamientos y torsiones, siempre y cuando no haya
rupturas, desconexiones y/o nuevas conexiones. De esta manera, un objeto simple como el
etano (3) se concibe como un objeto con propiedades geométricas bien definidas, sin
embargo, desde su equilibrio conformacional, se pueden generar sus correspondientes
representaciones topolégicas, siempre y cuando su conectividad se mantenga constante
(Esquema 1). En la representacién de los espacios topolédgicos del etano, se observa que, a
todo punto de uno de los objetos le corresponde uno y s6lo uno del otro, y a dos puntos
vecinos de uno, corresponden dos puntos vecinos en el otro; asi, se dird que ambos objetos
son topoldgicamente equivalentes y las propiedades que se mantienen invariantes en ambos
son sus propiedades topoldgicas, o invariantes topoldgicos, en consecuencia, en el caso de
existir rupturas o desconexiones al transformar uno en otro, habria que aceptar que se trata
de objetos topoldgicamente no equivalentes (Mendelson, 1963; Prasolov, 2000).

H,':' H Hf" HH En este sentido, el desarrollo
) ‘ o ) < de la teoria cuantica y su uso para
Wi W o4 y P

realizar una descripcion mas
acertada del mundo de los atomos
y moléculas ha traido consigo

44 o e ° o o la necesidad de agregar temas
_ _ avanzados de andlisis funcional,
& HI Hl H = o o o o s o o o teoria de grupos, matematicas
discretas, variable = compleja,

o o 0 o estadistica, probabilidad,

Y
finalmente, de topologia, tema de interés en este trabajo. Hoy en dia, se reconocen muchos
fendmenos cuya representacion a través de objetos topolégicos puede ser sumamente util
para describir relaciones a través del espacio; por ejemplo, la distribucién de la densidad
electronica y su construccion, a partir de la simetria de los orbitales y de toda la quimica que
se ha logrado desarrollar a partir de esta propuesta, ha permitido relacionar un mecanismo
de reaccion con la concepcion de los orbitales moleculares. La construccién de objetos
topolégicos adecuados para describir estos conceptos podria ayudar de manera significativa
al quimico a continuar y ampliar su vision de fendmenos optoelectrénicos, de reactividad, etc.
El objetivo de este trabajo es describir, de manera informal e intuitiva, cémo la topologia se
utiliza en el estudio de moléculas mediante el concepto de invariante topoldgico en la férmula
estructural de un compuesto. Lo anterior conduce a la topologia en espacios discretos, esto
es, en conjuntos finitos cuyos elementos se pueden numerar o contar.

@
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FIGURA 2. Estructuras
de Lewis (arriba)

y representaciones
conformacionales
(abajo) de las moléculas
de propano (4) y
ciclobutano (5).

FIGURA 3. Grafos de las
moléculas (4) y (5). Los
atomos son los vértices y
los enlaces, los lados, la
numeracioén es arbitraria.
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Moléculas, Grafos y Topologia

Un concepto basico asociado a la quimica es el de formula estructural o constitucional de
un compuesto, la cual incluye informacién sobre la composicion y estructura molecular del
mismo. En la férmula estructural, una molécula se representa como un conjunto de atomos
identificados por letras en un arreglo espacial bien definido mediante lineas que indican
los enlaces entre ellos; asi, la féormula estructural tiene una representacion grafica conocida
como estructura de Lewis (Prelog, 1975/76; Polansky, 1989; Diudea y Lorentz, 1999). Los
quimicos organicos Couper, Butlerov y Kekulé fueron los pioneros en representar un enlace
covalente entre dos atomos como una linea que une a dos puntos. De esta manera, es
normal describir moléculas sencillas mediante este tipo de representaciones; por ejemplo,
a continuacion, se muestran las estructuras de Lewis del propano (4) y del ciclobutano (5)
con sus respectivas representaciones conformacionales (Figura. 2).

Si en una estructura de Lewis se hace caso

H-E-E-E-H H-t_c-H omiso de la naturaleza de los atomos y del tipo de
HHHA H‘¢'(':“H enlace entre ellos, se tiene un ejemplo de lo que, en
matematicas discretas, se conoce como un grafo. Un

4) (5) grafo es un objeto matematico que describe con lineas

5 g H H las interconexiones entre objetos. En el caso de las

H 2 H H graficas de Lewis, los objetos sonlos atomos ylaslineas
\‘/S/ H/VKH son los enlaces quimicos; en la figura 3, podemos ver
HH HH o los grafos de las moléculas 4 y 5, respectivamente. Los

grafos simplifican el esquema molecular, ya que sélo
muestran como propiedad relevante, la conectividad en la molécula, es decir, los enlaces
quimicos entre los atomos, haciendo a un lado otras caracteristicas estructurales tales
como la geometria, la estereoquimica y la quiralidad.

Un grafo simple, G (Polansky, 1989; Harary, 1969), es un par ordenado de conjuntos
no vacios, 'y E:

G=(V,E).
El primero, V, es el conjunto de vértices, mientras que el segundo, E, es el conjunto de

lados que se definen como parejas no ordenadas de vértices distintos. El tratamiento
matematico de los grafos se conoce en la literatura como teoria de grafos.

A una férmula estructural molecular
se le puede asociar de manera dnica un
grafo, si cada uno de los atomos de la
molécula, sin importar su naturaleza,
queda representado mediante un pequefio
circulo, formando asi el conjunto de
vértices del grafo, V, y el conjunto de lados,
E, que es un conjunto de pares no
ordenados de vértices distintos que se
representa como lineas o aristas que unen a cada par de 4tomos enlazados, es decir con
cada enlace entre dos 4&tomos distintos. En este contexto se dice que la férmula estructural
de una molécula queda modelada mediante un grafo molecular completo (Figura. 3).

@
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Dos vértices en el grafo se llaman adyacentes si son el par que define a un lado; de
tal manera que el grado de un vértice se define como el ndmero de sus vértices adyacentes
y, dos lados se dicen adyacentes si tienen un vértice comtn. Tomando en cuenta que, una
trayectoria, es una sucesion de pares de vértices adyacentes distintos, es decir, una sucesion
de lados distintos y el numero de lados que la forman es la longitud de la trayectoria;
entonces, un grafo se dice conexo si para cada par de vértices en el grafo, existe por lo
menos una trayectoria que une un vértice con el otro.

Dado un grafo conexo G, es posible definir la distancia, d, entre dos de sus vértices,
uy v, como la longitud de la trayectoria mas pequefia entre u y v, es decir, la longitud de
la trayectoria con menos lados que se puede construir para unir los vértices u y v. Esta
definicion de distancia satisface las propiedades que definen el concepto matematico
de métrica (Iribarren, 1973). Asi, el par formado por el grafo conexo, G, y la distancia, d,
definida entre los vértices del grafo, conforman un objeto matematico conocido como un
espacio métrico (Iribarren, 1973).

Las propiedades de un grafo molecular completo, G, se corresponden con propiedades
de la molécula, M, modelada tal y como se describe a continuacién.

a) El nimero de vértices del grafo es igual al nimero de atomos de M.

b) El grado de un vértice de G y el nimero de coordinacién del correspondiente
atomo en M, son numéricamente iguales.

c) Un lado corresponde a un enlace covalente en M.

d) Como G es conexo, se cumple que el nimero de lados (enlaces en M) es mayor o
igual al ndmero de vértices (dtomos de M), menos uno.

Hasta aqui podemos decir que se ha modelado la molécula M como un espacio métrico, el
cual esta asociado a su grafo molecular. ;Qué hace falta para tener un modelo topolédgico
de la molécula? Se tendrd un modelo topolégico cuando al modelo de grafo conexo,
como espacio métrico, se le pueda ver y tratar como un espacio topolégico (Mendelson,
1963; Prasolov, 2000). Este objeto matematico, en términos generales, se define también
como una pareja, (V, ), formada por un conjunto no vacio, por ejemplo: el conjunto, V,
de vértices del grafo conexo junto con una familia o conjunto de subconjuntos, T de V, en
donde la familia T de subconjuntos debe satisfacer las propiedades que la definen como
una topologia. Existen diversas formas de seleccionar una familia de subconjuntos de un
conjunto no vacio para obtener una topologia. Cuando el conjunto de interés es un grafo
conexo, cada uno de los subconjuntos de interés reciben el nombre de subgrafo.

Un subgrafo, G de un grafo G es, a su vez, un grafo en el que su conjunto de vértices,
I’ estd contenido en el conjunto de vértices, V, del grafo, G, y el conjunto de lados, E’, esta
contenido en el conjunto, E, de lados del grafo. Intuitivamente, se puede decir que a partir
de un grafo podemos construir un subgrafo eliminando algunos de los vértices y lados del
grafo original. Si se elimina un vértice, entonces también se eliminan los lados que inciden
a este vértice. En el modelado de compuestos como son los hidrocarburos saturados, o
completamente conjugados, se acostumbra a quitar del grafo completo los vértices que
representan atomos de hidrégeno y obtener un subgrafo.

&)


http://dx.doi.org/10.22201/fq.18708404e.2023.2.83602  

FIGURA 4. Grafo G = (V(G)
={a, b, ¢}, E(G) = {ab,
bc}). Esta representacion
describe una cadena
hidrocarbonada con

una insaturacion, se
definen los atomos de
carbono como a, b, cy

se suprimen los atomos
de hidrégeno para
mayor claridad. Las
lineas representan la
conectividad entre estos
atomos, el modelo no
requiere hacer referencia
explicita a enlaces o o 7.
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Ahora bien, una manera de construir una topologia a partir del conjunto de vértices
de un grafo es mediante el concepto de vecindad de cada uno de sus vértices. Consideremos
un vértice cualquiera, v del grafo, intuitivamente se puede decir que una vecindad de v es
un subconjunto de vértices del grafo que estdn “suficientemente cerca” de v; pero ;coémo
se precisa “suficientemente cerca”? En esta parte es donde se aprovecha que ya se tiene
definida una distancia entre los vértices, la que se definié arriba como el nimero de lados
de la trayectoria mas corta que se puede trazar entre un vértice y otro. Asi, los vértices
“suficientemente cerca” del vértice v forman un conjunto que recibe el nombre de bola-
vecindad de radio € > 0 del vértice vy que es el conjunto de vértices s que se encuentran a una
distancia de v menor que €. Una vecindad, U, de un vértice v del grafo G, es un subconjunto
del conjunto de vértices con la propiedad de que para algun ¢ > 0, la bola-vecindad de
radio € estd contenida en U. Cada vértice del grafo tendra una coleccion de vecindades y
el conjunto de todas las vecindades de todos los vértices es la clase T de subconjuntos del
conjunto de vértices que forma una topologia del grafo G. 7, construida de esta manera, es
una topologia de vecindades definida sobre el conjunto de los vértices del grafo conexo
porque satisface las siguientes propiedades.

1) EI conjunto vacio, ¢, y el conjunto I/ de todos los vértices estan en .
2) Cada vértice del grafo pertenece a todas sus vecindades.

3) Si U es una vecindad del vértice vy U’ contiene o es igual a U, entonces U’ es una
vecindad del vértice v.

4) La interseccion de dos vecindades del vértice v es también una vecindad de v.

5) La unién de cualquier numero de vecindades de un vértice v es también una
vecindad de v.

El conjunto de vértices, V, del grafo simple conexo asociado a la molécula a través de su
férmula estructural, estructura de Lewis, junto con la topologia de vecindades, 7, forma
un objeto matematico conocido como espacio topolégico y es a esta estructura a la que se
llama espacio topoldgico molecular, del mismo modo, es a lo que se llama la topologia de la
molécula en cuestion.

Se toma como ejemplo al siguiente grafo G, que un quimico puede asociar facilmente
a la representacion del grupo alilo, un sustituyente que tiene como estructura base al
propeno, un compuesto hidrocarbonado de tres d&tomos de carbono con una insaturacion
(H,C=CHCH,) (figura 4); en la figura 4 se muestra el subgrafo obtenido al suprimir, para
mayor claridad, los &tomos de hidrégeno.

Es claro que G es conexo y las distancias entre sus vértices son d(a,b) = d(b,a) =

d(b,c) =d(c,b) =1, d(a,c) = d(ca) = 2, de modo que las bolas abiertas de cada vértice de
G son:

B(a), ={a}, B(a), ={a,b}, B(a), = {a,b,c} = V(G),
B(b), ={b}, B(b), ={a,b,c} =V(G),y
B(c), ={c}, B(c), = {b,c}, B(c), = {a,b,c} = V(G).
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TaBLA 1. Vecindades
y el conjunto de todas
las vecindades de

los vértices del grafo
conexo de la Figura

5 (visualizacion de la
topologia asociada al
grafo y a la estructura
molecular del sistema
alilo).
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Y para cualquier vértice i se tiene que B(i)e = V(G), para todo € = 3.

Del mismo modo, las vecindades de cada uno de los vértices son los conjuntos:
G, = Ha){abh{abc)),

Gy, = {b}{ab}{bc}iabclhy

Gy, = Uch{bchlabeh),

por lo que la t-topologia asociada con el conjunto de vértices del grafo conexo G esta dada
por el conjunto vacio y la coleccion de las vecindades de cada vértice, T,= {Gm} coni=ab,c;
misma que se puede visualizar como una familia de subgrafos de la grafica original.

En la Tabla 1 se muestra la influencia formativa del patrén de lados del espacio
topolégico del grafo conexo de la Figura 4 que consiste en tres vértices y dos lados al aplicar
el formalismo descrito. Las vecindades de los vértices estan representadas por los
correspondientes subgrafos G, C G, X = 0,1...6. Hay siete subgrafos, incluyendo el grafo
vacio, G,. Todos ellos forman la coleccion G de subgrafos de G; ademas, la coleccion de todas
las vecindades G de cada uno de los vértices i (i = a,b,c) son subconjuntos de G (en la Tabla
1 se muestran con el vértice correspondiente en negrita). Las vecindades y las colecciones
de vecindades de todos los vértices del grafo G cumplen con las propiedades (1)-(5), por lo
que representan la t-topologia de G.

Gx | Go | G1 | G2 | Gs| Ga Gs Gs
G [0} a b c a b b c a b c
(o] (o] (o] o——o0
o o o o
G(a) Y e—o e——o—o0
G(b) PY o——e e—o o——e—o0
G o o e| o—o

Suponiendo que una molécula se somete a la accién de agentes externos, por ejemplo,
la temperatura o el efecto de un disolvente, o bien que pasa de un estado inicial a uno final
debido a interacciones intramoleculares, y en este proceso no se crean o destruyen enlaces
quimicos, desde el punto de vista del modelo, es decir del grafo simple conexo asociado
se puede plantear que el grafo de su estructura de Lewis, G, se transforma en un grafo,
F, mediante transformaciones consistentes en extensiones, contracciones, doblamientos
o torsiones, pero sin que se creen nuevos lados, ni se eliminen algunos de los existentes,
transformaciones que introdujimos como ejemplos intuitivos de lo que, en topologia se
llama un homeomorfismo.

En este ejemplo es claro que el etiquetado de los vértices es arbitrario y que bien
se pudo usar un orden distinto. Si se etiquetaran los vértices del grafo en un orden
distinto, simplemente se haria una permutacion de sus vértices manteniendo el patrén
de conectividad, es decir, se aplicaria un homeomorfismo a uno de ellos y se tendria otro
que sdlo difiere en la manera de etiquetar los vértices, ambos son grafos topolégicamente
isomorfos que esencialmente representarian el mismo espacio topolégico.
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Modelos de Regresion

En quimica, son de interés las caracteristicas numéricas asociadas a un grafo G que tienen
el mismo valor para todos los grafos isomorfos a G. A tales caracteristicas se les conoce
como invariantes o indices topolégicos del grafo (Gutmann y Polansky; 1986). Algunos
ejemplos de estos invariantes son el nimero de vértices y de aristas, la distancia entre
pares de vértices, el nimero de aristas que llegan a un vértice y el nimero de trayectorias
de una longitud dada. Ante una transformacion en la que no se crean ni destruyen aristas,
estos invariantes caracterizan al patrén de conectividad del grafo. Por lo tanto, también
caracterizan a la u-topologia del grafo G que modela a la molécula; asi, se esperaria que
los indices topolégicos del grafo contengan informaciéon para entender la estructura
quimica de la molécula que representa, es decir, se espera que exista un componente
topoldgico en la descripcidn de la estructura quimica de la molécula. La relevancia de este
componente topoldgico para determinar propiedades fisicoquimicas o biolégicas de la
molécula se puede identificar empiricamente con modelos estadisticos de regresion de la
siguiente forma. Sean X, XyX D indices topoldgicos del grafo G, y sea Y alguna propiedad
fisicoquimica o bioldgica de la molécula modelada por G. La idea clave de la modelacién
estadistica es considerar que la propiedad Y es una variable aleatoria cuyo valor esperado
varia en funcién de los indices topologicos Xl,XZ,...,Xp. Esto se expresa formalmente con lo
que se conoce como el modelo de regresion aditivo
V=X, X,...X;B) +&.

En la expresion anterior, a f se le conoce como funcion de regresion. El componente
es un vector de dimension k cuyos elementos se conocen como coeficientes de regresién o
pardmetros de la funcion de regresién. El término € es una variable aleatoria que describe
la variabilidad inherente a la molécula que no es explicada por los indices topologicos; a
este componente se le conoce como error, tiene valor esperado de 0, varianza constante.
Generalmente, se supone que sigue una distribuciéon normal. En Estadistica, a Y se le
llama variable respuesta a variables predictoras a los indices topoldgicos X X,,...X .
Establecer relaciones empiricas de la forma estructura-propiedad o estructura-actividad
con propiedades fisicoquimicas o actividades biolégicas de moléculas mediante el uso
de modelos de regresiéon permite responder a la pregunta: ;como varia la propiedad
fisicoquimica cuando varian los indices topolégicos Xsz'"-'Xp?

La forma basica de modelo de regresion es el modelo de regresion lineal multiple
(MRLM),

fUGB) = By + B, X, + B, X, 4+ B, X,

El término miiltiple hace referencia a la presencia de mas de un indice topolégico,
mientras que el término lineal se refiere a que los coeficientes de regresiéon aparecen
linealmente en la funcién de regresiéon. Cuando hay solo un indice topolégico X se tiene lo
que se conoce como el modelo de regresion lineal simple

Y=B,+p, X+e.

Los parametros B, ..., ﬂp en el MRLM son desconocidos, por lo que se deben estimar
a partir de observar en n moléculas valores de los indices topolégicos y de la caracteristica Y.
El MRLM es util para modelar empiricamente una gran cantidad de fenémenos, sin embargo,
también hay muchas situaciones para las cuales no es adecuado. Por ejemplo, cuando
la relacién entre la propiedad fisicoquimica y los indices topoldgicos sea una ecuacion
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diferencial o la solucién a una ecuacién diferencial, la cual conduce a una f{X;f) no lineal en
los coeficientes de regresion f5. Esto nos lleva a los modelos de regresion no lineal. Existe una
extensa bibliografia sobre los aspectos tanto tedricos como metodolégicos de los modelos de
regresion. En particular, para el MRLS véase la referencia de Montgomery, 2012.

Si bien se ha tenido éxito al encontrar consistencia teérico-experimental en la
prediccion del valor tedrico de la propiedad Y, es muy comtn que la interpretacidn fisica
tanto de la relacién como de los indices topolégicos no sea clara. No obstante, este tipo de
relaciones son de mucha aplicacion en areas como la farmacologia, toxicologia, disefio de
farmacos y la busqueda de nuevos materiales (Kier y Hall,1986; Garcia-Domenech, 2008;
Garcia-Domenech y Julian-Ortiz, 2002).

Analisis Espectral de Matrices de Adyacencia

En la seccion anterior, se comenté que se puede obtener informacién quimica de una
molécula a partir de los indices topoldgicos de su grafo; sin embargo, también se puede
obtener informacion del siguiente modo. Sea G un grafo con m vértices, la matriz de
adyacencia de G, A(G), es la matriz con elementos a, donde a,=1si hay un lado entre los
vérticesiyj,y a,;=0sino hay lado. Por ejemplo, para la misma cadena de tres &tomos de
carbono que hemos mencionado, se tiene que m = 3 y la matriz de adyacencia es:

0 1 0
AG) =11 0 1
0 1 0

Recordemos que el espectro de la matriz A(G) es el conjunto de sus eigenvalores, es
decir, los valores A para los cuales existe un vector x # 0 tal que A(G)x = Ax (Lang, 1970).
Los eigenvalores de la matriz A(G) son los nimeros A que hacen cero a su polinomio
caracteristico p(A) = det(A(G) - AI). En donde det, indica el determinante de la matriz e I es
una matriz unidad con el mismo niimero de renglones y columnas que A(G). De tal manera
que, para calcular los eigenvalores se desarrolla el determinante det(A(G) - AI) y se obtiene
un polinomio en A. Este polinomio, de orden m, igual al nimero de vértices se iguala a cero
y se resuelve para A. Una vez que se han encontrado a los eigenvalores, los eigenvectores
se calculan sustituyendo cada valor de 4, digamos 4, y se resuelve cada uno de los sistemas
homogéneos de ecuaciones lineales (A(G) - A)x' =0, i = 1,2,..,m, y se obtiene el i-ésimo
vector propio X' = (a, a,’,...a' ), Ahora bien, sean G y F grafos topol6gicamente isomorfos y
dado que los vértices de G se han permutado para obtener a F, la matriz de adyacencia de
F es diferente de la de G, por lo que la matriz de adyacencia no es un invariante topoldgico.
Sin embargo, las matrices de adyacencia A(G) y A(F) tienen los mismos eigenvalores y
eigenvectores, es decir, tienen el mismo espectro. Por lo anterior, en este caso el espectro
de una matriz de adyacencia si es un invariante topologico.

Por otro lado, al estudiar la estructura electréonica del grupo alilo, y su relaciéon con
su estructura molecular, se le considera como un sistema electrénico molecular compuesto
de dos partes: los electrones o y los electrones 7. En una primera aproximacion es posible
considerar a los electrones o como congelados, al igual que las posiciones nucleares,
y considerar explicitamente la dindmica del sistema 7 dentro de un campo de fuerza
producido por los nucleos fijos y la nube electrénica o. Cada &tomo tiene una contribuciéon
neta a la nube electrdnica m de sus electrones de valencia.
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Asi, para cada uno de estos electrones se tiene que resolver la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo para un solo electréon (Trachanas, 2018; Lowe y Peterson, 2006),

AY = e¥.
En donde: H se le conoce como el operador Hamiltoniano que contiene informacién
sobre la energia potencial y cinética del electréon m en el campo de los electrones o y los

nucleos congelados; W es el vector de estado del electrdn, es decir, el orbital molecular; y €
es la energia asociada al electrén debido a que se encuentra en el estado V.

De acuerdo con una base apropiada, al operador H es posible representarlo como
una matriz de la forma:

Hy; H;; His
H = |Hy;y Hz; Hys
H3; Hz, Hss

Por su parte, ¥ a se le puede expresar como una combinacién lineal de orbitales
atémicos:

l'p:611191-'-02p2+613p3

en donde p, = 2p*, i = 1,2,3. Es decir, se utiliza como base al conjunto de orbitales atomicos
hidrogenoides 2p  ortogonales al plano de la molécula y los coeficientes desconocidos a,, (i
=1,2,3), los cuales se deben determinar para caracterizar cada uno de los posibles estados
electrénicos a lo largo del sistema 7.

A partir de la ecuacion de Schrodinger es posible despejar la energia promedio

orbital, €:
£ = f‘PH‘l’dv/f‘l“P*dv

En donde ¥* denota el conjugado complejo de ¥.

Se puede observar que la integracién es sobre todo el espacio y que la expresion de
¥ como combinacion lineal de orbitales atomicos p, = 2p_tiene como resultado que ¥*=¥.

La sustitucién de esta ¥ en la ecuacion de la energia promedio orbital, permite
escribir a esta en términos de integrales de la forma:

fPiHdeV = Hyj,

dondeij=1,23y
fpipj dv = S

A los parametros atomicos H, se les conoce como integrales de Coulomb y se
interpretan como la energia promedio de un electrén cuyo estado estd descrito por el
orbital p, = 2p_,i=1,2,3, en el campo de fuerza producido por el resto de la molécula y se
le asigna el valor a, H, = a, i =1,2,3. En contraste, al parametro de enlace Hij coni#jsele
conoce como integral de resonancia y representa la energia de un electrén que se mueve
entre los estados 2p_y 2p,yse les asigna el valor 3, de tal manera que H, = Bsii#].

En un calculo de primera aproximacion, conocido como Hiickel simple (Coulson y
Mallion, 1978; Dmitriev, 1981), se considera a 8 # 0 cuando los atomos i,j son primeros

&)



http://dx.doi.org/10.22201/fq.18708404e.2023.2.83602  

“El tratamiento de Hiickel y la topologia molecular: el método topolégico en quimica”,
José Sergio Durand-Niconoff, Myrna H. Matus,

Sergio Francisco Jaarez-Cerrillo y Tomas Guerrero

Volumen 34 | Numero 2 | Paginas 26-39 | abril-junio 2023
http://dx.doi.org/10.22201/fq.18708404e.2023.2.83602

uimica

vecinos y es cero de otra forma. A las integrales del tipo S, se les conoce como integrales de
traslape, y para la aproximacion mencionada de traslape cero, §,=1y S, = 0 sii # j. Bajo
estas aproximaciones, la matriz de traslape S para nuestro sistema es igual a la matriz
identidad de dimension 3:
1 0 0
S = [0 1 O] =1

0 0 1
De esta forma, la matriz asociada con H queda como:
a f 0
H=|B a B
0 B «a

y se puede escribir en términos de la matriz de adyacencia del grafo A(G) y de la matriz
identidad I, a través de la expresidn:
H = al + BA(G).

Asi, la matriz que contiene la informacion energética de la molécula se relaciona
con la matriz de adyacencia del grafo, la cual ademds contiene informacién topoldgica. Un
calculo directo permite ver que las matrices H y A(G) conmutan,

HA(G)=A(G) H,
por lo que, de acuerdo con el dlgebra lineal, ambas tienen los mismos eigenvectores.

Al sustituir la expresion de H con respecto a I en la ecuacién de Schrodinger, HY = €W, se
obtiene

(al + BA(G))W =¥
y rearreglando la expresion:
(al + BA(G) - e)¥ = 0.
Como W #0,a+ PA-e=0dedonde € = a + BA; si a se toma como la referencia de
energia, a = 0,y si ademas f es la unidad de energia, entonces:
&
— =2
B
En esta aproximacién, la energia orbital promedio de un electron 7 (medida
en unidades de f5) coincide con el eigenvalor de la matriz topolégica. La energia de los
orbitales 7 en la aproximacién de Hiickel simple estd determinada de manera tinica por la
tao-topologia de la molécula mediante los eigenvalores de la matriz de adyacencia del grafo
correspondiente. Se pueden calcular los eigenvalores de la matriz de adyacencia del grafo
y después relacionarlos con la energia electrdnica de los electrones .

Tomando el caso del sistema ejemplo, su matriz de adyacencia es:

010
A(G) = [1 0 1]
010

de tal manera que la ecuacion de eigenvalores queda en la forma

0 1 011* X1
1 0 1f[|x] = A%
0 1 O0Jlxs X3
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que es equivalente al sistema homogéneo de ecuaciones lineales

-AX, + X, =0,
xl—?\x2+ x, =0,
x, - Ax, = 0.

Para que este sistema tenga una solucion diferente a la trivial, el polinomio caracteristico
debe ser igual a cero:

-2 1 o0
pM =11 -2 1]|=24-21=0
0 1 -2

Las soluciones de esta ecuacion son A, = \/2, A=0yA,= —\/2. Por lo que se tienen tres
niveles de energia delos orbitales que en este caso son: &, = \/JZﬁ, £,=0,y¢e,= —\/ 2. Finalmente,
la cuantificacion de los niveles de energia orbital, £, dependera del pardmetro S, al cual se le
asigna un valor resultante de mediciones experimentales. Lo que se subraya aqui es que la
descripcion energética del sistema electronico m se puede describir manipulando primero el
modelo matematico dado por el grafo y su matriz de adyacencia (Figura 5).

A

-2

2

R

El calculo de los tres niveles energéticos para este sustituyente hidrocarbonado,
hecho con algebra lineal basica sobre la matriz topoldgica o de adyacencia, son los mismos
que se obtienen con matematica mucho mas complicada al resolver directamente la
ecuacion se Schrodinger. Lo anterior da una idea de la potencial aplicacion de este modelo
como auxiliar para que un quimico pueda, en una primera aproximacion, utilizar métodos
basados en la topologia de una molécula para obtener informacién estructural relevante,
sin necesidad de recurrir al formalismo basado en obtener soluciones aproximadas a la
ecuacion de Schrodinger.

Conclusiones

El método topoldgico para una molécula discreta es una metodologia para obtener
informaciéon quimica de un modelo matematico abstracto de la estructura molecular. Un
grafo, con la subyacente estructura matematica de una topologia definida en términos del
conjunto de vértices (los atomos que la forman) y del patrén de conectividad entre ellos,
permite manipular el modelo mediante la teoria de graficas y obtener propiedades que se
mantienen invariantes bajo cierto tipo de trasformaciones que no crean ni destruyen lados
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del grafo (homeomorfismos) y, en su contraparte, que modelan (no crean ni destruyen)
enlaces quimicos. Estas propiedades invariantes se conocen como indices topolégicos y
el quimico puede emplearlos para el modelado de propiedades fisicoquimicas del sistema
molecular dentro del contexto de la relaciéon estructura-actividad o estructura-funcion.
De esta forma, para el quimico, la topologia en el caso discreto es sinonimo del patréon
de conectividad molecular que queda representado por el grafo y sus indices topolégicos
asociados. Por lo anterior, la metodologia topologica esta dada, entonces, por la de la teoria
de grafos, y el establecimiento de la relacién estructura-actividad o estructura-funciéon
combina la teoria de graficas y la estadistica.

Este patrdén de conectividad, de igual forma, se relaciona con la estructura electrénica
de la molécula, especialmente en el caso de hidrocarburos y sistemas insaturados,
todos ellos sistemas bien descritos desde el punto de vista de la mecanica cuantica bajo
la aproximacion del modelo de Hiickel simple. Lo anterior se debe a que la matriz de
adyacencia conmuta con la matriz de Hiickel simple, de tal manera que, al determinar los
vectores propios de la matriz de adyacencia, se pueden obtener los orbitales de Hiickel
del sistema y, asi, las propiedades fisicoquimicas de interés seran los valores esperados
de algiin observable. En estas condiciones, la determinacion de la estructura energética
electrénica se puede hacer con calculos sencillos al manipular la matriz de adyacencia del
grafo molecular. Finalmente, es importante remarcar que el quimico no necesita construir
el espacio topolégico para obtener la informacion, basta con que sepa que detras de este hay
una estructura topologica en el modelo de su sistema molecular. El estudio y descripcién
de esta construccién en espacios topoldgicos representa una primera aproximacion para
introducir al quimico en el estudio de la topologia molecular y, en este primer contacto,
se pueden determinar propiedades moleculares sin la estricta necesidad de recurrir a la
solucién de modelos mecanocuanticos. El abordaje de este tema en un espacio discreto
es un primer acercamiento al uso de la topologia y puede ser una introduccién intuitiva al
estudio de la topologia en un espacio continuo.
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