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Valuacion de opciones sobre indices bursdtiles
y determinacion de la estructura de plazos de la tasa
de interés en un modelo de equilibrio general

GERARDO ANGELES CASTRO
Francisco VENEGAS-MARTINEZ*

INTRODUCCION

Mucho se ha aprendido en los ultimos afios sobre el uso (para cobertura) y el
abuso (para especulacion) de los productos derivados financieros, sobre todo
de los que tienen como subyacentes indices bursatiles, pero mucho queda
todavia por aprender sobre sus efectos en las economias en los ambitos local
y global. Evidentemente, los mercados de derivados no originaron la crisis de
2008, solo la exacerbaron al generar una burbuja especulativa. El origen de la
crisis se debe ubicar en la recesion estadounidense y el impacto de ésta, en
un entorno de globalizacion, sobre el resto de la economia mundial. De la
misma manera, la reaccién que tuvieron los mercados de instrumentos de
deuda ante la crisis financiera de finales de 2008 y principios de 2009 poco
tuvo que ver con la prediccién, de muchos modelos econémicos disponi-
bles, sobre su comportamiento. Por todo esto es necesario contar con un
modelo de equilibrio general que permita valuar derivados sobre indices
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bursatiles y determinar de manera conjunta la estructura de plazos de la
tasa de interés.

Existen en la literatura especializada varios modelos de equilibrio general
que tienen como objetivo determinar los precios de los diferentes acti-
vos disponibles en la economia, por ejemplo: Cox e al. (1985a), Grinols y
Turnovsky (1993), Schmedders (1998) y Venegas-Martinez (2001), (20006),
(2008) y (2009), entre otros. Asimismo, se encuentran en la literatura diversas
aproximaciones para modelar la dinamica de la tasa de interés corta (la tasa
de interés instantanea), como por ejemplo: Cox ez al. (1985b), Longstaff
(1989), Venegas-Martinez y Gonzalez-Aréchiga (2002) y Lee y Li (2005).

En el presente trabajo se desarrolla un modelo estocastico de equilibrio
general en una economia poblada por consumidores-productores idénticos
y competitivos que toman decisiones de produccion, consumo y portafolio.
Suponiendo que: 1) existe un indice bursatil que contiene al titulo de capital
que emite la empresa representativa, 2) dicho indice es conducido por un
movimiento geométrico browniano y 3) la tecnologfa es guiada por un pro-
ceso markoviano de difusioén, entonces se determinan, en el equilibrio, el
valor de una opcioén de compra sobre dicho indice y la estructura de plazos de
la tasa de interés. Una de las caracteristicas distintivas del modelo propuesto
es que produce tasas cortas con dinamicas alternativas a las encontradas en Cox
et al. (1985b). Asimismo, esta investigacion generaliza el modelo de Longstaff
(1989) sobre la dinamica de la tasa corta al considerar el comportamiento
racional de los agentes. También se discute sobre las ventajas en la estimacion
de los parametros de la curva de rendimiento obtenida. En particular, se
muestra que los estimadores obtenidos de los parametros son mas simples
de calcular que los propuestos en el caso de Cox e a/. (1985b). Por ultimo, se
lleva a cabo una estimacion de la estructura de plazos cuando la tasa corta
es la tasa de los Certificados de la Tesoreria de la Federacion (CETES).

En conclusion, el presente articulo persigue cuatro objetivos, el primero
de ellos consiste en valuar una opcién de compra sobre un indice bursatil que
contiene al titulo de capital que emite la empresa representativa. El segundo
es proporcionar dinamicas de la tasa corta alternativas a las obtenidas en
Cox et al. (1985b). El tercer objetivo es generalizar el modelo de Longstaff
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(1989) con la inclusién de consumidores-inversionistas maximizadores de
utilidad. Por dltimo, el cuarto consiste en determinar de manera enddgena,
en el equilibrio, una estructura de plazos de la tasa de interés asociada a un
mercado de bonos cupdn cero que se emiten a diferentes vencimientos y
que se negocian a descuento.

Esta investigacion se ha organizado de la siguiente manera. En la proxi-
ma seccion se presentan los supuestos basicos que rigen a la economia en
cuestion. En la seccion 3 se describen los activos y sus precios. A través de
la seccion 4 se establece la restriccion presupuestal del consumidor racional
representativo. En la seccion 5 se caracterizan las posibilidades de produccion
en la economia. En el transcurso de la seccion 6 se plantea el problema de
decision del agente representativo. En la seccion 7 se obtienen las condi-
ciones de primer orden del problema del consumidor. En la seccién 8 se
caracteriza el precio de una opciéon de compra sobre un indice bursatil a
través de la soluciéon de una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo
orden. En la secciéon 9 se deriva un proceso alternativo para la tasa corta
de interés en el equilibrio y en la seccién 10 se examina su dinamica. En
el transcurso de la seccion 11 se plantea el problema de valuaciéon de un
bono cupédn cero. En la seccion 12 se discute sobre la estimacion de la
curva de ceros. En la secciéon 13 se caracteriza el precio de un bono cupén
cero, negociado a descuento, como la solucién de una ecuacion diferencial
parcial parabdlica y de segundo orden con condiciones de frontera. En la
seccion 14 se define el tipo de expectativas que determinan la estructura de
plazos de la tasa de interés. En el transcurso de la secciéon 15 se obtienen
los estimadores de los parametros asociados a la estructura de plazos. En
la seccion 16 se realiza una aplicacion del modelo obtenido de tasa corta.
Por ultimo, en la seccion 17 se presentan las conclusiones, asi como las
limitaciones y sugerencias para futuras investigaciones.

SUPUESTOS BASICOS DE LA ECONOMIA

Con el propésito de obtener soluciones analiticamente tratables, los supues-
tos de la economia se mantendran lo mas simples posible. Considere una
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economia poblada por individuos con gustos idénticos con vida infinita y
que son maximizadores de utilidad. L.os consumidores son a su vez produc-
tores. L.a economia produce y consume un solo bien genérico de caracter
perecedero. Los consumidores tienen acceso a: 1) un activo subyacente
(un indice bursatil que contiene al titulo de capital que emite la empresa
representativa), 2) una opcion europea de compra sobre dicho subyacente
y 3) la participacion con capital en el proceso productivo. Todos los precios
de los activos estan expresados en términos reales, es decir, en términos de
unidades del bien de consumo. El valor del indice bursatil se determina
asociando a cada punto de dicho indice un valor en términos de bienes.
Por ultimo, se supone que existe un mercado de bonos cupoén cero a dis-
tintos vencimientos que se negocian a descuento y que tienen asociada una
estructura de plazos de la tasa de interés, la cual se determinara de manera
endoégena en el equilibrio.

ACTIVOS Y SUS PRECIOS

Suponga que el valor en términos reales, S, de un indice bursatil que
contiene al titulo de capital que emite la empresa representativa tiene una
dinamica estocastica conducida por el movimiento geométrico browniano,
de tal forma que

ds, = psSdr+0,5dU, [1]

donde el parametro de tendencia, W, representa el rendimiento medio
esperado, el parametro de volatilidad, o,, es la variacién instantanea del
rendimiento del activo subyacente y el proceso {U,} ) es un movimiento
browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad (QY, §Y, PY) junto
con su filtracion aumentada FY = {§ Y} -. Se supone que las funciones L, y
o, dependen del tiempo, es decit, i, = p(?) y 6, = 6,(f), y se determinaran,
posteriormente, de manera endégena.
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RESTRICCION PRESUPUESTAL DEL CONSUMIDOR

Enlo que sigue se supone que el individuo representativo emite una opcion
(europea) de compra y mantiene el subyacente (el valor del indice bursatil
en términos reales) para cubrirse del posible ejercicio de la opcién. En este
caso, la riqueza real, x,, del individuo, en cada instante, estd determinada
mediante:

x,=S+v,+k 2]

donde v, = v(S,¢) es la prima que recibe el agente por la emisién (venta)
de la opcion de compra sobre el indice bursatil y &, es el capital (bienes que
se destinan a la produccion, ;). Sean w, = S/x, la proporcién de la riqueza
que el individuo asigna a la tenencia del indice bursatil para cubrir el even-
tual ejercicio de la opcion, wy, = v/x, la proporcion de la riqueza que asigna
a la opcién sobre el indice de precio v(S,t), y 1 — wy, — wy, la proporcion
complementaria de capital, k,, que destina a la produccién, y,. En conse-
cuencia, la evoluciéon de la acumulacién de la riqueza real sigue la ecuacion
diferencial estocastica:

dx, = xw, AR, + xw,dR, + x(1 — w,, — wy)rdt — cdt

donde 7 es el costo de reposicion el capital (la tasa de interés que paga un
bono cupdn cero emitido por el gobierno para financiar su gasto). El rendi-
miento del activo con riesgo (el indice bursatil) satisface

dv

dRS = : :uvdt-i_GSdUt [3]

y el rendimiento de una opcién sobre dicho indice esta dado por:

dv,
\%

dR, =

t
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En este caso, el rendimiento de la opcion se obtiene mediante la aplicacion
del lema de 1t6 a v,(S,,?), lo cual conduce a

dv, = Vegr Negg + Lggr Mgy
o oS, ' 2 "o,
(0]
dv, = v, dt +o,v,dU, [5]
con
av, ov 1 9% 1
= LS +— tGZSZ -
M=o Tas st T as O
y
1 ov
c,=——=*06.S
Yov, ot

En virtud de [3] y [4], la restriccion presupuestal se puede escribir como:

V+(HS _r)wlf+(p‘v_r)WZt _& ds
=X, X, (6]

+(w, 04 +w,,0,)dU

t

t

Se requiere especificar un pago al vencimiento del contrato de opcion, es

decir, v(S,,T) = max (S,— K,0).
POSIBILIDADES DE PRODUCCION
En esta seccion se define el proceso de produccion en la economia. Suponga

que los consumidores son, a su vez, productores y que el proceso de pro-
duccién y, tiene la forma:
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dy, = M(y)dt + N(y)dW, 7]
donde

M(y)=x(0-,) 8]

Ny =vy, [9]

Las cantidades K, 0 y v son constantes positivas y { W,} ~ es un movimiento
Browniano definido sobre un espacio fijo de probabilidad (Q%, §”, P") junto
con su filtracion aumentada F” = {§/} -o. Suponga también, por simpli-
cidad, que Cov(dU,,dW,) = 0. El parametro 0 representa el valor de largo
plazo de la produccion, es decir, el proceso y, presenta reversion a la media, el
patrametro K es la velocidad de ajuste hacia el valor de largo plazo, 0 y v es
el pardmetro de volatilidad de la produccion. En este caso, dW, representa
las fluctuaciones propias del producto debidas a cambios tecnolégicos o
cambios en el precio de reposicion de los bienes de capital. En lo que sigue
se supone una funcién de produccion del tipo y, = Ak;; véanse, al respecto,
Rebelo (1991), Harrod (1939), y Rivas-Aceves y Venegas-Martinez (2010).
Por simplicidad se supondra, en lo que sigue, que 4 = 1, de tal forma que
¥, v k, son indistintos.

PROBLEMA DE DECISION DEL CONSUMIDOR

Se supone que el consumidor representativo obtiene satisfaccion por el
consumo de un bien de caracter perecedero. La utilidad esperada del tipo
von Neumann-Morgenstern, V,, al tiempo ¢ de un individuo representativo,
adverso al riesgo y competitivo (tomador de precios) tiene la siguiente
forma:

|4 EE['[Tu(cS,ys)essds| &] [10]
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donde ¢, es el consumo al tiempo ¢, 5 es la tasa subjetiva de descuento y
S, es la informacién relevante disponible hasta el tiempo . En este caso,
S5, =8 ,W X&U. Asf pues, el consumidor toma decisiones de consumo y
portafolio de tal manera que se maximice su satisfaccion. Es decir, el con-
sumidor desea determinar la trayectoria de consumo y las proporciones
de su riqueza que va a asignar, en cada instante, a los diferentes activos
disponibles en la economia de tal forma que su satisfacciéon por el bien de
consumo sea maxima.

CONDICIONES DE PRIMER ORDEN
DEL PROBLEMA DEL CONSUMIDOR

La maximizaciéon de [10] sujeta a [6] y [7] conduce a la condicién de
Hamilton-Jacobi-Bellman de un problema de control éptimo estocastico.
Dicha condicién esta dada por

0= max {u(c_g,ys,)e_M +J,

Crs Wip> Wy

+J .x, r+(us —r)wlt+(uV —r)sz——

X

xx77t

+%J x; (w,0, +w, 0, )2 +J,M (yr)+%']ny2 (yf)}
donde

Cpy Wiy s Wy,

J(x,y,,t)= max E[LTu(cs,ys)eS“'dS | St] [11]

es la funcion de utilidad indirecta y J(x,,),,f) es la variable de co-estado. Si se
toma como candidato de solucion a J(x,,y,t) = H(x,,y,)e™ y se supone que
u(c, y;) = In(c,) + ¢In(y,), ¢ > 0, se tiene que la ecuacién de Hamilton-
Jacobi-Bellman se transforma en



INDICES BURSATILES Y TASAS DE INTERES 51

Crs WirsWar '

0= max {ln(ct)+¢ln(y,)—6H+Hxx, r+(us—r)w1,+(},Lv—r)w2t—i

1 1
+EH x7 (w,0, + w0, )2 +H M (y,) JFEHWN2 (», )} [12]

En este caso, se satisface que H(x,y,) = g(») In(x,) + f(y,) para algunas fun-
ciones g(y,) y f(,). Después de derivar la ecuacion [12] con respecto de las
variables de control, la condicién necesaria sobre el consumo es

c, =— [13]

y las condiciones de primer orden sobre wy, y wy, son, respectivamente,

g —7'= WO, +W,0,0, [14]

L, —7= W00, +W,0, [15]

donde wy, = w; y wy, = w, son invariantes en el tiempo. Las dos tltimas
ecuaciones pueden ser reescritas en términos matriciales como:
2

o 0,0, | W, —r

N

oo, o Jw) (u-r

sV

Las ecuaciones anteriores, [14] y [15], confirman que los premios al riesgo
de mercado tanto del subyacente como del derivado coinciden, es decir,

Ug—r :Hv_r
o c

v
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La intuicién de esto es que el movimiento browniano modela justamente el
riesgo de mercado del activo subyacente, esto es, modela las fluctuaciones
de su precio, las cuales podrian ser adversas para el agente representativo.
Ahora bien, de acuerdo con la ecuacién [5], la cual fue obtenida de la apli-
cacién del lema de It6 para obtener el cambio marginal en la prima de la
opcion, se tiene que el contrato de opcion hereda el riesgo del subyacente;
tal y como era de esperarse. Por ultimo, es importante hacer notar que la
coincidencia de los premios al riesgo permitira valuar la opcién de compra
sobre el indice bursatil.

CARACTERIZACION DEL PRECIO DE LA OPCION
Con el fin de valuar la opciéon de compra, considere la soluciéon de esquina
dada por w; = 1 y w, = 0. En este caso, las condiciones [14] y [15] se trans-

forman, respectivamente, en:

Wg—r= O [16]

W, — 7= 050, [17]

De la tltima ecuacion se sigue que

v, av, 10°V, ,»
+ WS, +—-—0.8 |——r= o.S,
Jat  ds, 2 9S; v oS v

t

Si se utiliza ahora la ecuacién [16], se obtiene!

w, ots L

as v

t

2
L 4 (r+02)s, +la—v2fcs2
or oS, 295

t

2 -
S'—rv, =

s
t

! Otras metodologfas para valuar derivados se encuentran en Venegas-Martinez (2005).
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2
W s 42 ot -y, =0 18
t

t

con la condicién de frontera
Vt(StaT) = maX(St - K,O)

Asi pues, en condiciones de equilibtio, el precio de la opcién, v/(S,,t), debe
satisfacer la ecuacion [18]. De hecho, se tiene que

V(S,t) = SP(E;) - Kefr(Tft)(D(az) [19]

donde la funcién @(E) es la funcion de distribucion acumulada de una distri-
bucién normal estindar e~ N(0,1), es decir,

0(t)=1,(e59)= ] = de=1-0(-5)

con
ln(S’)+(r+lcé ](T—t)
£ = K 2
l oNT —t
y

E;z :&1_03 VT -t

La ecuacion [19] proporciona la prima o el precio de una opcion europea de
compra solo en funcién de informacion disponible al tiempo ¢ (momento en
que se valua el instrumento), a saber: el valor del indice bursatil, el plazo por
vencer del contrato, el costo de reposicion del capital, el precio de ejercicio
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(o precio strike), y la volatilidad; aunque esta ultima tendra que estimarse
como la desviacion estandar de un registro historico de los rendimientos del
indice. Los supuestos bajo los cuales [19] es valida son: el valor del activo
subyacente es conducido por el movimiento geométrico browniano, es
decir, los rendimientos son normales con media y varianza proporcionales
al tiempo; la volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene cons-
tante a través del tiempo; el mercado opera en forma continua, es decir, no
hay fines de semana ni dias festivos; no existen oportunidades de arbitraje,
esto es, no es posible generar ganancias libres de riesgo (aunque se podria
suponer equilibrio general, lo cual ciertamente lleva a que no existan opor-
tunidades de arbitraje).

UN PROCESO ALTERNATIVO PARA LA TASA
DE INTERES DE EQUILIBRIO

A continuacion se presenta una féormula alternativa para la tasa de interés

de equilibrio. Observe que a partir de [16], se cumple que
r= s —0; [20]

En lo que sigue se supone que |1, > 05 . La tasa de interés de equilibrio se
puede reescribir de la siguiente forma:

N s v

2
o co w, \x.J
— 1 17 xx
r=(w,w) ) L
0,0, O w, | J

sTv x

donde w; = 1 y w, = 0. En efecto, es suficiente observar que
iy 1
Jo=e"g(y)—
xl

Por lo tanto, x,J,,/J, = —1. La condicién de equilibtio [20] serd de utilidad
para determinar la tasa de interés instantanea (o tasa corta).
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DINAMICA DE LA TASA CORTA
En esta seccion, a partir del proceso para la funciéon de producciodn, se
determina la dindmica estocastica de la tasa corta. Si se definen L, =1y,

y 0. =6y, en [20], se tiene que

re="

donde

Por lo tanto,
dr, = K,Y—I/Z (9771/2 —\/Z)dHy’”zv\/ZdW,

Sean
a=xy”, b=0y",c=y"
De esta manera,
dr, =a(b=\[r,)dt+o\[rdm, 21]
con a, b y 6 cantidades positivas. Si se define

ab = Ke=loz
4

entonces la ecuacion [21] se puede reescribir como

dr. :(lcz—aﬁ)dt+0\/de, [22]

4
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En la ecuacion anterior el parametro a representa la velocidad de ajuste. Es
decir, si las tasas de interés son demasiado grandes o demasiado pequefias
con respecto de un valor de largo plazo, entonces las tasas se ajustan con
velocidad a a mantenerse cerca de dicho valor de largo plazo. El parametro ¢
es la volatilidad (por unidad de tiempo) de la tasa instantanea de interés.

VALUACION DE UN BONO CUPON CERO

Considere un mercado en donde los agentes compran y emiten promesas
de pago de una unidad monetaria en el futuro, libres de riesgo crédito. Estas
promesas que se compran a descuento seran llamadas bonos cupoén cero.
Sea B(t,T) el precio en el tiempo ¢ de un bono que se compra a descuento
con vencimiento al tiempo T, T'> #, y que paga una unidad monetaria al
vencimiento, es decit,

B(T,T) =1 23]

La curva de rendimientos o estructura de plazos o, simplemente, curva de
ceros, en el tiempo £, de un bono con vencimiento 7, esta dada por

R(t,T):—TL_tlnB(z,T),Tw [24]

La tasa forward instantanea f{(¢,T) es definida por la siguiente ecuacion:

R(1,T)= TL_tff(z,s)ds 25]
Equivalentemente,
7(0.7) :aiT[(T—t)R(t,r)] 126]

La tasa de interés instantanea o tasa de interés spot o, simplemente, tasa
corta a la que los agentes pueden comprar y vender bonos es



INDICES BURSATILES Y TASAS DE INTERES 57

r,=R(t.t)=limR(1.T) 27]
o
r=f(t0)=limf(2,T) [28]

Observe que cuando T —> ¢, el plazo del bono se hace cada vez mas y mas
) y

pequeno. En consecuencia, cerca de £, el bono vencera casi instantaneamente

y su rendimiento se aproximara a la tasa instantanea de interés, a saber, 7,

Asimismo, cerca de ¢, la tasas corta y forward instantaneas son indistin-
2 > y

guibles. Ahora bien, un bono de monto M, que paga la tasa spot r,, aumen-

tara su valor, durante el instante d¢, en

dM, = Mrdt [29]

Esta ecuacion es valida con toda certeza en £, ya que r, es conocida en ¢. Sin
embargo, despues de ¢ el nivel de la tasa corta es incierto. En otras palabras
¥, €s un proceso estocastico, sujeto a dos requerimientos. Primero, r, es una
funcién continua del tiempo. Segundo, se supone que 7, sigue un proceso
markoviano. Dando por supuesto esto dltimo, el comportamiento futuro
de la tasa corta, dado su valor actual, es independiente del pasado. En otras
palabras, la distribucién de 7., dado 7, £ <u, sélo depende de la informacion
disponible en el tiempo # es decir, sélo depende del valor de 7,

Los procesos que son continuos y markovianos son llamados procesos
de difusién. Estos procesos pueden ser descritos a través de una ecuacion
diferencial estocastica de la forma:

drt = (X(l"t,t)dt + B(rt’t)dW; [30]

donde {W} < es un movimiento browniano definido sobre un espacio fijo
de probabilidad equipado con una filtracion (Q, §, {§.} =0, P). De acuerdo
con [31], las funciones o(7,t) y B(7,f) estan dadas por
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alrr) =40 - ay;

B(r.t)=oyr,

Asimismo, se supone que en el mercado de bonos no existen costos de
transaccion (comisiones e impuestos) y que la informacién esta disponible
para todos los agentes de forma simultanea (informacion perfecta y simétrica).
Todos los inversionistas actuan en forma racional (maximizan utilidad y
emplean toda la informacién histérica y actual). Ademas, todos los inver-
sionistas tienen expectativas homogéneas y el mercado esta en equilibrio,
en consecuencia, no exiten oportunidades de arbitraje.

El precio de bono cupén cero que se coloca en ¢y que al vencimiento T’
paga una unidad monetaria se denotara mediante B = B(r,,¢,T), o en forma
mas simple como B = B(¢,T) cuando no sea necesatio destacar la depen-
dencia con la tasa corta. Asi, la tasa corta es la Unica variable de estado de
la estructura de plazos.

DETERMINACION DE LA CURVA DE CEROS

En la presente seccion se determina de manera endogena la estructura de
plazos de la tasa de interés asociada al mercado de bonos. A partir de la
ecuacion [30], se sigue por el lema de Itd que

dB :Bu(rt’taz-)dt—’_BG(rtataT)dVVt [31]
donde

2
u(;/;,t;T):l a_B+OLa_B+l 28_?
B\ ot o, 2 or
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0B
G(r,,t;T):%aT [33]

Considere ahora un inversionista que al tiempo # emite una cantidad w, de
bonos con fecha de vencimiento T y precio B, y simultineamente compra
una cantidad w, de bonos con fecha de vencimiento 7, y precio B,. El valor
del portafolio es I, = w, B,— w\B,. Si se denotan W, = w,B, y W,= w,B,,
el lema de It6 conduce a

dIl, = (W w(r,t,Ty) — Wiw(r,t,Ty))dt
+ (Wyo(r,t,T,) — Wio(r,t,T,))dW, [34]

Suponga que las cantidades W, y W, se seleccionan de tal forma que

Mo (r.t;T,)

W =
" o(n.6T)-0(r.0T,)

Mo (r.6T,)
o(r.61)=0(5.5:T,)

I/VZ:

En consecuencia, el segundo término en la ecuacion [34], el cual modela el
riesgo de mercado, es cero. Por lo tanto, la ecuacion [34] toma la forma

ant = u | MUoET)o 6T~ 6 B)0(n6T2) Ny )
o(r.6:7)=0(r.1:T,)

De esta manera, el portafolio es libre de riesgo de mercado. Silos mercados
estan en equilibrio, el portafolio debe producir el mismo rendimiento que el
que se obtiene por hacer un depésito a la tasa 7,. Si el rendimiento del porta-
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folio fuera mayor, el portafolio puede ser comprado con fondos prestados
a la tasa r,, en caso contrario el portafolio es vendido y las ganancias son
prestadas, lo que produce oportunidades de arbitraje.

Al comparar las ecuaciones [29] y [35], se sigue que:

w(r.60h)o(n.60)-p(n.65)o(n.61,)
o(r.t:1) =0 (r,.1:T;) '

wir67)-r _w(n67)-r, 36

%) o(nsT)

Observe que los cocientes en cada lado de la ecuacion [36] son iguales para
fechas de vencimiento arbitrarias T y T, se sigue que la razon p(r,t,7T)
—r/o(r,t,T)es independiente de 7. Sea M(7,t) el valor comun de tal razon,
entonces

)_u(m;T)—r,

AMr,t)= T >t 37
< o(r.67) =

to

Ala cantidad A(7,?) se le llama el precio de tiesgo mercado, es decit, el valor
que el mercado asigna al riesgo. La cantidad A(r,f) también puede interpre-
tarse como el rendimiento adicional,por la exposicion al riesgo, por unidad
de volatilidad. La ecuacién [37] se puede reescribir como

M(l’t,t,]—) - = )\,(I”,,t) G(I’t,t,T) [38]

Si se sustituyen la ecuaciones [32] y [33] en [38], se tiene que

2
%—B+[oc(r,,t)+7»(rz,t)B(fo)]a—B+lﬁz(ﬁ,t)?)_]f_rzB:O’ r<T 139
T

¢ or,

junto con la condicién final B(r,t,T) = 1.
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Una vez que la forma de la dindamica estocastica de la tasa spot r,, expre-
sada en la ecuacion [30], ha sido determinada y el precio de riesgo mercado
ha sido especificado, M7,f), entonces el precio del bono, asociado a la
dindmica de 7, se obtiene como solucién de la ecuacion [36]. Posteriormente,
se calcula la estructura de plazos R(#,T) de la tasa de interés con la ecuacion
siguiente:

R(t,T)z—%lnB(t,T) [40]

A partir de la férmula anterior, una vez que se determine el vector de precios
de bonos a todos los plazos con fecha inicial Z, se puede calcular el vector de
tasas (anualizadas) de interés a todos los plazos con fecha de referencia .

SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL
DEL PRECIO DE UN BONO A DESCUENTO

Sir, es la tasa corta neutral al riesgo, es decir, si el premio al riesgo es cero,
entonces el precio de un bono cupédn cero, B = B(¢,T), que se coloca en ¢
y que paga una unidad monetaria al vencimiento 7, satisface la ecuacién
diferencial parcial parabdlica no lineal:

0B 1 , ’°B (1, oB
—+—0r—+|—6"—a\Jr, |=—-rB=0 41
at 2 ‘o’ |4 a o ok

t

Se propone una solucién de [41] en términos de variables separables como
sigue:

B (t, T) _ eA(t,T)H;D(t,T)JrC(t,T)\/:, [42]

Claramente, A(T,T) = D(T,T7) = C(T.T) = 0, ya que el valor nominal del bono
esta dado por

B(£,T) = T IiPeceni _ g



62 GERARDO ANGELES CASTRO Y FRANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

En el apéndice se muestra que

T 11 2ec(r—z)/ﬁ a> a(T—t) \/Eaz
(t’ )__n V26(T-1) + 3 2 3 V26(T-1)
2 |1+e 20 20 o’(l+e )
\/5 ) V26(T1)
D(t,T):? 1+1 T2o(r—)
1N26(T—1) 2]
2a (l—e )
()= |~
Y 1470

Una vez que se han determinado las funciones A(¢,T), D(¢,T7) y C(¢,T) estas
se sustituyen en la ecuacién [42] para calcular el vector de precios de bonos
cupdn cero a todos los plazos Tt con fecha de inicio £.

ESTRUCTURA DE PLAZOS

Con base en las ecuaciones [24], [40] y [42], la estructura de plazos se de-
termina mediante

R(t,T)=_ln];(_t;T) _ —CD(t,T)—A;t,_J;)_c(t,T)\/Z .

Puede verificarse, facilmente, que
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Como se menciono antes, si las tasas de interés son demasiado grandes o
demasiado pequefias con respecto de un valor de largo plazo, entonces las

%) 2 mantenerse cerca de R(Z,%0).

tasas se ajustan con velocidad a (a = ky
ESTIMACION DE PARAMETROS

Recuerde que la ecuacion diferencial estocastica del comportamiento de la
tasa corta esta representada por:

dr, :(iﬁz —aﬁ)dzm\/ZdW, [45]

Considere el cambio de variable X, = 2\/2 y calcule las parciales de primero
y segundo orden de X, con respecto a r,. Esto es,

on,_ 1 _2
o, X
’X, 1 1

El lema de It6 conduce a

X, daX (1 1 °X oX
dx = Ly — | Zo5? = +-0’ Lolde+ LAdw
f (at o, (46 “ﬁ) P ] o 5,

t

- 2 (Lo oy e lotn| =L | larro e Zaw
X 4 20 ", 2 X,

t
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2 _
[ Lo a\/z— L dt +odW,
2X,

2X, X

t

X, X, (1 1, d'X, oX,
:[ " +a_n(262_a\/2)+562r’ 5 }dt+0\/2 > dw,

t

= adt +cdW, [47]
Por lo tanto, se tiene que
X-X,=—a+u,t=1,2,...,N

donde u, ~ N(0,6%). De esta manera,

E[X,—X.\]=—a [48]

Var[X,— X, ] = ¢ [49]

Asi pues, si ¥, = X,— X, |, los estimadores de a y 6 se obtienen a través de
las siguientes ecuaciones

M=

i Yt:&
N7

N

Yl =0 [50]
=1

|-

t

De acuerdo con la ecuacion [45] para determinar la dindmica estocastica de la
tasa corta spof es necesatio estimar los parametros a y b. Para ello, las ecuaciones
[49] y [50] propotcionan estimadores que son muy simples de calcular.
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E]EMPLO DE APLICACION DEL MODELO PROPUESTO

En esta seccion se lleva a cabo una aplicacion del modelo propuesto. La
tasa corta es la tasa de CETES a 7 dfas. La grafica 1 muestra la curva de ceros
en un periodo de 1.4 anos. La tasa corta actual (14 de marzo de 2005) esta
dada por r, = 0.0765. Los estimadores de la volatilidad, G, y velocidad, a,
calculados, con un registro histérico de datos diarios de tamano 90, a par-
tir de la ecuacién [50], estan dados por @ = 0.0216 y 6 = 0.3601. Como
puede observarse la grafica 1 muestra el comportamiento tipico de una
estructura de plazos (curva de rendimiento). Es decir, de acuerdo con la

ecuacion [24], R(¢,T) es una funcién concava que se estabiliza alrededor de
R(t,0) = 0.14.

GrArica l
Curva de ceros estimada
(eje horizontal en afos y eje vertical en niveles de tasas)

Rt,T) &

0.14 —
0.12 —
01 -
0.08 —
0.06 —
0.04 —

0.02 —
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CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo de equilibrio general en una economia estocas-
tica poblada por agentes idénticos, con vida infinita, maximizadores de utili-
dad, competitivos y adversos al riesgo para valuar un derivado sobre un indice
bursatil y para determinar una estructura de plazos de la tasa de interés.

El riesgo de mercado fue modelado con el supuesto de normalidad
de distintas variables financieras y econoémicas, aunque esto podria verse
como una limitacién del modelo, los precios (tedricos) que se obtienen
proporcionan una referencia importante en las decisiones de los agentes
para participar en un mercado.

El modelo propuesto ha proporcionado dinamicas para la tasa corta
diferentes a las obtenidas en Cox ef a/. (1985b) generalizando, como un resul-
tado del equilibrio general, el modelo de tasa corta de Longstaff (1989).
Asimismo, con los estimadores obtenidos de los parametros, los cuales son
muy sencillos de calcular, se llevo a cabo la deduccién de la estructura de
plazos cuando la tasa corta es la tasa de CETES a 7 dfas.

Varios de los resultados obtenidos en el transcurso de esta investigacion
merecen algunos comentarios adicionales. Por ejemplo, cuando los agentes
son expuestos al riesgo de mercado éste afecta de manera importante su
comportamiento. En efecto, si un consumidor-inversionista toma decisiones
de consumo y portafolio en un ambiente determinista, entonces el agente
puede determinar su trayectoria éptima de consumo (o al menos eso es
lo que dice la ortodoxia neoclasica). Mientras que en el caso estocastico,
infortunadamente, la trayectoria de consumo ya no puede ser determinada
por el agente porque el consumo se convierte en variable aleatoria, situacion
que esta mas acorde con la realidad. Por otro lado, las ecuaciones [14] y [15]
establecen que, en el equilibrio, los premios al riesgo de mercado tanto del
indice bursatil como de una opcién europea de compra sobre ¢l coinciden,
algo que era de esperarse y que esta de acuerdo con hechos estilizados
observados. Asimismo, la ecuacién [19] proporciona la prima o el precio
de una opcién europea de compra sobre un indice bursatil en funcién de
informacién disponible al momento en que se valda el instrumento; este
resultado coincide con el de Black y Scholes (1973) y Merton (1973).
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Por ultimo es importante mencionar que el modelo puede ser extendido
en varias direcciones, por ejemplo: falta incorporar volatilidad estocastica en
el comportamiento de la tasa corta y considerar otras formas funcionales
disponibles en la literatura para la funcién de utilidad.

APENDICE

Después de derivar parcialmente la ecuacion [42] con respecto de £y 7, se
encuentra que:

3_’}:: B( - \/_ ] [A1]

0B
ar

2
J°B C C
=B|| -———— [+| D+—= A3

Si se sustituyen las expresiones [A.1], [A.2] y [A.3] en la ecuacion [41] se

tiene:
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Después de desarrollar la expresion anterior, se sigue que

8_A+rta_D \/78(7 c’C cer2 o’ " pea .9,
Jar ' ot Jt 8\/7 2Jr 4
Equivalentemente,
04 oD o°D? JdC ([ Co’
-1+ —+ —a |D
ot '[at 2 ] ﬁ[at [ )
2 2
RSN IO [A.5]
8 2 4

Si se deriva con respecto de 7, se tiene que

212 2
b oD 1 [ac [C;r ]D]:O A6

ar 2 \/_

A fin de que [A.6] se cumpla para toda 7, es necesario que se satisfaga

oD _1_<52D2

9z A7
dt 2 A1

junto con

¢ _ (a _co JD [A.8]
ot 2
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La ecuacion diferencial ordinaria [A.7] es del tipo de Riccatti. Considere
esta ecuacion escrita en la siguiente forma

oD(t,T o’D*(t,T
(tT)_ (t7) [A9]
ot 2
A partir de la ecuacion anterior, se tiene
JD(IT) dU ST :_st [A.10]
D(r ; G2 (S T

El lado izquierdo de la ecuaciéon [A.10], se puede reescribir como

D(t.T) (¢,7)
_— = A1
-[D(T,T)é 2 .[ (2/0 ) [ |

La integral que aparece en [A.11] se calcula mediante integracion por frac-
ciones parciales, esto es,

JDW) v JDW) du [A.12]

0 Uz—(2/(52)_0 (U+Q2/0*))U—-(2/06%))
Note que el integrando en [A.12] se puede reescribir como

1 4, B,
(U+Q2/6))(U-(2/6%) _U+J§/c)+U—J5/c)

De lo anterior, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales
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t=—% A13]
y

B, % A.14]
Al sustituir [A.13] y [A.14] en [A.12], se obtiene
7 U [ dU
v UP=(2/c)) % ((U+(2/G))((U—(2/(5))

dU

2II U+(2/<5) 2II U-(2/0)
:_i[—ln‘U+(\/§ /c)\ " +ln‘U+(\/§ /c)\f(””]

|U (J_/c)|
\U+(f/o)\
|DtT (J_/c)| o- (2/0)|
\D LT)+(N2/0)| o+(f/c)\

_© ln|D(z‘,T —(x/§/6)|
NG ‘D(t,T)+(\/§/(S)‘

[A.15]
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Note que en la ecuacién [A.15] se ha considerado que D(T,T) = 0 y que
In(]-1]) = 0. Si se sustituye la ecuacion [A.15] en la ecuacion [A.11], se
tiene:

oer)  dU 2 epen) U
J ) (U*-@2/0%))

D(T,T)leUz_l_?
_(2)s D(1,T)-2 /5 |
o’ 2J2 |D(1,T)+(2/0)|

c I[D(f»T)_(*/E/G)]—_(t—T) [A.16]

2

B 242 ! D(t,T)+(\/5/c)

donde se ha supuesto que la cantidad que aparece dentro del valor absoluto
es positiva.
Por lo tanto,

2
In bel)=% | 206(T —t) [A.17]
D(1,T +Q

V2
In b~ | 26(T—1) [A.18]
D(t,T +Q

Equivalentemente,

[A.19]
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La funcién D(¢,T) satisface la ecuacién diferencial [A.7]. Sin embargo,
observe que [A.19] no cumple la condicién final D(T,T) = 0. Por lo tanto,
se retoma la ecuacion [A.16] suponiendo ahora que el argumento del valor
absoluto es una cantidad negativa, lo que conduce a

V2

o —-D(1.T)
In| S 1= \o6(T -+ [A.20]
D(T)+ Y2 =

Al despejar D(t,T), se tiene

ﬁc(T—t)
D(1.T)= ﬁ[l—} (A21)

1+ V26(T—1)

D(1,T)= e [A.22]

\/5[ 2 \/EGT—I) }
1_—

Esta funcion si satisface la ecuacion diferencial [A.7] y cumple la condicion
final D(T,T) = 0.

Asi, esta solucion se sustituye en la ecuacion diferencial parcial [A.8],
2
8_C |4 Co D
ot 2
f 20(T-1)
_(,_Co* V2| 1- [A.23]
2 J 1+ efc(r )

La ecuacion diferencial [A.23] es de variables separables, asi

lo cual lleva a
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(t.1) dU S T \/—cs T-t)
I (UGZ) __J |:1 V26(T1) [A24]
a +e

Al resolver la integral del lado izquierdo de la ecuacion [A.24], se tiene

que

_J'C(I,T) dU __J' 6T dU
0 (&)_a_ o US|y _2a
2 2 o2
_—2 cwry dU
_62 J.O U_27a
(52
.T)
A
(0} (0} 0
:—2|:1n U_2_a_1 ‘O—z—a]
(0} (5 (0}
2a_
T
:__21n G2 [t ]
o’ 2a/c°

-2 |2a —GZC(I,T)
c 2a

—1
-2 | 2a-0c°C(1,T)
o’ 2a

donde se ha tomado en cuenta que C(7,T) = 0y se ha supuesto que C(t,T)
< 2a/c?. Por lo tanto,



74 GERARDO ANGELES CASTRO Y FRANCISCO VENEGAS-MARTINEZ

- j cen__dU —21n 2 [A.25]

" (Y)-a O | 20-0%Ce.T)

Considere ahora el lado derecho de [A.24] y defina el cambio de variable
U=1+ eﬁG(T_‘s), entonces

AU = 26 ds

=—26(U-1)ds

asi

_ N2o(1-1)
‘_I [Hemf] :_J[U(U 1)] A2

El lado derecho de la ecuacion [A.26] se resuelve por fracciones parciales,
esto es, se desean determinar 4,y B tales que

B 4 (U—1)+BIU

U=z _4
uu-1) U U-1  UU-I1)

Es decir,

Por lo tanto,
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izj’[U—_z}duzi[jA—dU —dU]
o | UWU-1) ru rU-1

t
:L2 21n‘1+e[” Jll ln‘1+ef” 91 ]
(¢ T
[ t
:LZ 2(Ini+e ™) - In2)~Infe™0) -1 ]
(¢ T
[ Vao(r-1) \?
I+e
— LZ In ( ) —In e\/EG(T—t)
o 4
(1+ V20(T- z))

Si, por un lado, se sustituye [A.27] en [A.20] y, por otro lado, se sustituyen
[A.25] y [A.26] en [A.24], se tiene que

(1) dU _\/5 1— e\/—G( ) i
_Ic(r r) 2 __ZJ. J2o(T—s)
s

l+e
2

2 [ 2a J:Lln [1re™r)

—In
¢’ |2a-0’C(t,T)| o 4720 [A.28]
Al despejar C(¢,T) de la ecuacién anteriot, se tiene que
1/\20(T—1) 2
2a (1 —e )
C(t,T)= [A.29]

62 1+ eﬁo(T—z)
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Observe que C(t,T) < 2a/c* y que si t = T, entonces C(¢,T) = 0. Se puede
verificar, de manera sencilla, que [A.22] y [A.29] cumplen con [A.8].

Ahora bien, si se sustituyen [A.7], [A.8], [A.22] y [A.29] en [A.5], se
obtiene que

BA B (1 _ golr-n? )4 2 (1 _ ol )2

al‘ 26> (1+ 20(T- z)) (1+ V2o (7~ f))
2 \fGT t)
2\/_ el
La expresion anterior se puede reescribir como:
Vol : V2o(T-1)
A_ 2_“ - ° 2 [A.30]
at l+e \/—GTI) 2\/_ 1+e\/—0'Tt)

Por lo tanto,

Jao(r-1) Y
2a l-e
ar)= 2], [T]ds

1+

2 \fGT t)
L e |ds [A.31]

1+e

Para calcular la primera integral, del lado derecho de la ecuacion anterior,
se define el siguiente cambio de variable sea u —l+ef0 (T=s) , de donde

du = \/76(u l)ds—fc(l u)ds En consecuencia,

az t (2—1/1)2 a2 1(4—41/[—1/{2)
du = d A.32
226 '[T u’ (1-u) ! 226° j u’ (1-u) ! 1452
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La integral del lado derecho de [A.32] se calcula de nuevo por fracciones
parciales. Esto es,

(4—4u—u2) 4, B, G,
-~ T 2424 "2
uz(l—u) u’  u (l—u)
:A2+u(Bz—A2)+u2(C2—Bz)
u® (1-u)

La solucion del sistema generado es 4, =0, B, =0y C, = 1. Por lo tanto,

: ,(4—4u—u ) —du+ Ldu:|

a a? r 4
2/26° '[T u? (1-u) 2\/_0 ['[ Tl-u

[ 4 1
= 2 au-[—
2\/5(53 _JTu 4 u]

a’ i 1 t Jao(r-s) \ |/
S D] (R S :
2426° (1+eIG(T =) ]T n(e )T

B 24 N a’ _az(T—t)
63(1+e\/§0(7'—t)) \/503 262

[A.33]

A continuacién se calcula la segunda integral que aparece en [A.31], es
decit,
f 26(T-s) 2 IND) 2¢ V20(T-s)
J — ) dsz—c— £ J T1-=— |ds
T l+e 26(T~s) 4| ¢ Ir l+fc(Tv)

o’ \/‘J_t 2e J26(T-s)
= — - dS
4| o Ir lte J26(T-s)
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(1+e\/—6(T Z‘) )2

1 + e\/EO'(Tft)

1 zec(T—t)/\/E
=——ln| 2
2

1+ \/_G(Tt)

[A.34]

Note que la integral que aparece en la segunda igualdad de [A.34], ya fue

resuelta en [A.206].

Por dltimo, si se sustituyen las ecuaciones [A.33] y [A.34] en [A.31], se

obtiene que

1+e

_a(T—t) V24

202 0(1+ fGTt))

1 2ec(T ~1)N2 a>
A(t,T):Eln{ V26(T 1) \/7(5

La expresion anterior se puede reescribir como:

A T—ll 2 a’
(t’ )_En1+chr) \/7(5

c a V24’
+[m_202 J(T_t) - (1+ V2o(T- r))

Claramente, si t = T, entonces A(T,T) = 0.

[A.35]

[A.36]
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