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Un modelo estocdstico de equilibrio
macroeconomico: acumulacion de capital,
inflacion y politica fiscal
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INTRODUCCION

En la literatura econémica y financiera, el supuesto de que los precios siguen
una distribuciéon lognormal, o que las tasas de crecimiento siguen una distri-
bucién normal, es muy comun. En particular, es usual suponer que las varia-
bles financieras siguen un movimiento Browniano geométrico. Sin embargo,
existe evidencia empirica contundente (véaseVenegas-Martinez, 2001) de que
la mayorfa de las variables financieras no se comportan de acuerdo a una
distribucion lognormal. Una de las caracteristicas que distingue a las varia-
bles financieras es que ocasionalmente se presentan movimientos inespe-
rados (auges o caidas). Estos movimientos ocurren con mas frecuencia de lo
que se esperarfa con una distribucién lognormal, incluso si se supone una
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volatilidad razonablemente moderada. Este hecho es sumamente importante
para la teorfa y la investigacion empirica y no es simplemente una sofistica-
ci6n mas en el desarrollo tedrico de modelos de equilibrio general. El modelo
propuesto toma en cuenta y evalia el desempefio de la economia como un
todo cuando dichos cambios externos y repentinos se presentan.

En el andlisis de datos, cuando se compara la distribucion estandarizada
empirica de una variable financiera con una distribucién normal estandar, es
comun observar que la cresta de la distribucién empirica es mas alta que la de
la normal estandar. Dado que ambas distribuciones tienen la misma desvia-
ci6on estandar, es decir, los mismos puntos de inflexion, entonces las colas de
la distribucién empirica tienen que ser necesariamente mas anchas para com-
pensar el area de la cresta, que en ambos casos debe ser igual a uno. Esta
diferencia es tipica en muchas variables financieras, incluso en la tasa de infla-
cién y en la tasa de expansion monetaria. En general, se observa que las distti-
buciones empiricas divergen notablemente de la distribucién normal. Una
cresta que es muy alta supone que existe una mayor probabilidad, de lo que se
esperarfa en una distribucién normal, de que se presenten movimientos pe-
quefios en las variables de interés. Ademas, debido a las colas gordas (o pesa-
das) de la distribucién empirica, existe una mayor probabilidad de que ocu-
rran valores extremos en comparacién con la distribucién normal. La mezcla
de procesos de difusiéon con procesos de saltos proporcionan una alternativa
para el modelado de colas gordas y el sesgo de una distribucién, ademas de
que proporcionan un ambiente mas rico para racionalizar dinamicas de
precios que no pueden generarse con modelos que unicamente consideran
movimientos Brownianos (véanse, por ejemplo, Turnovsky, 1993 y 1999;
Giulano y Turnovsky, 2003; Turnovsky y Smith, 2006). Existe una tendencia
creciente en la literatura econémica que emplea el postulado de maximi-
zacion de utilidad esperada con restricciones que incluyen procesos de difu-
sién con saltos para estudiar condiciones de equilibrio parcial y general;
algunos ejemplos se encuentran en Venegas-Martinez (2005), (2006a),
(2006b), (2006¢) y (2008).

En los dltimos afios, la economia en su proceso de globalizacién ha
experimentado una serie de cambios y transformaciones profundas que
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han impactado tanto la forma de llevar a cabo el analisis econémico, como
el disefio mismo de la politica econémica. Estos cambios han abierto nuevos
paradigmas que resaltan la exposicion de la politica econémica a diferentes
tipos de riesgos. Estos paradigmas, en general, han abierto otros horizontes a
la teorfa econémica y, consecuentemente, al empleo de herramientas mas
sofisticadas que permitan una mayor comprension de los fenémenos esto-
casticos (evidentemente todos los fenémenos econémicos son fendémenos
estocasticos). En el campo de la teorfa econémica, uno de los cambios mas
importantes es la superaciéon del marco determinista; no sélo como resul-
tado del riesgo inherente a la mayoria de los activos financieros, sino como
una respuesta mas completa a los procesos de decision de los agentes eco-
némicos. La adecuada y oportuna administracion de riesgos reduce la varianza
de las variables de politica, lo que permite crear dispositivos congruentes,
eficaces y creibles que minimicen el impacto esperado de los choques exége-
nos. Por otro lado, la discusiéon permanente sobre la estrategia de politica
econdémica, asi como los instrumentos y mecanismos para desarrollarla, se
ha ubicado en un marco de referencia mas amplio en donde se incorporan
diversos factores de riesgo que afectan el manejo de las politicas monetaria y
fiscal. En este sentido, los instrumentos de politica monetaria (tasa de
expansion monetaria y tasa de interés) junto con los instrumentos de politica
fiscal (gasto publico e impuestos) se pueden combinar para reducir la exposi-
ci6n a los distintos tipos de riesgos que pueden tener efectos negativos en la
economia.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la siguiente
seccion se establece la dinamica estocastica que conduce el nivel general
de precios y se plantea el problema de decision de los consumidores. En el
transcurso de la tercera seccion se plantea el problema de decision de las
empresas. Con el proposito de cerrar el modelo, en la cuarta seccion se
especifica el comportamiento del gobierno. El equilibrio macroeconémico
se determina en la quinta seccion. Por ultimo, en la sexta seccidn, se pre-
sentan las conclusiones de la investigacion. Tres apéndices proporcionan
detalles sobre diversos resultados analiticos.
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PROBLEMA DE DECISION DE LOS CONSUMIDORES

A continuacion se establece la dinamica estocastica que conduce el nivel
general de precios (el indice de precios al consumo) y se plantea el problema
de decisién de un consumidor (racional) representativo.

Dindmica del nivel de precios

Se supone que la economia produce y consume un solo bien y esta poblada
por consumidores idénticos con vida infinita que maximizan su satisfaccion
por el bien en cuestion. El modelo supone que los individuos perciben que
el precio del bien, P, es conducido por un proceso estocastico de difusion
con saltos, de tal forma que:

dR = nRdt + 6,RAW, , +V,PdQ;, [1]

donde T es el parametro de tendencia, el cual representa la tasa de inflacion
promedio esperada condicional a que ningin salto ocurra, Op es la volati-
lidad esperada de la tasa de inflacién y 1+V; es el tamafio promedio espe-
rado de posibles saltos en el nivel general de precios. El proceso W, es un
proceso de Wiener estandatizado, es decir, We; presenta incrementos not-
males independientes con E[dW,]=0 y Var[dW, ]=dt. Se supone que los
saltos en el nivel general de precios siguen un proceso de Poisson, Qp,,
con pariametro de intensidad Ap, de tal manera que

Pr{un salto unitario durante dt} = Pr{ dQ,, = 1} =Apdt+o(dt) [2]
mientras que'

Pr{ningun salto en dt} = Pr{ dQ,, =0 } =1-X,dt+o(dt) [3]

! Como siempre 0(h) significa que 0(h) / h tiende a 0 cuando h tiende a 0.
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Por tanto, E[dQp,] = Var[dQp,] = Apdt. El numero inicial de saltos se supone
igual a cero, es decir, Q= 0. En todo lo que sigue, se supondra también
que We,; v Qp, no estan correlacionados entre si. La tendencia T, asf como
las componentes de difusién y salto 6pdWs, y VedQp, se determinaran
endogenamente.

Activos de los consumidores

El consumidor representativo posee tres diferentes activos: dinero, M,
titulos de deuda publica, B, y titulos de capital (acciones) K. En conse-
cuencia, la riqueza real, @, del individuo esta dada por:

a=m+h+k [4]

donde m= M/P, son los saldos monetarios reales y b= B/P, es la tenencia
de bonos del sector publico en términos reales. El consumidor obtiene
satisfaccion por el consumo del bien que produce la economia y por la
tendencia de saldos reales debido a sus servicios de liquidez. Se supone
que la funcién de utilidad esperada es del tipo von Neumann-Morgenstern.
Especificamente, la funciéon de utilidad total descontada al tiempo t = 0,
V,, de un individuo representativo, competitivo y adverso al riesgo tiene
la siguiente forma separable:

V, =E, I[u(g)w(m)]e“dt 5

donde E, es la esperanza condicional al conjunto de informaciéon rele-
vante disponible al tiempo t = 0. En particular, se eligen U(C,) = Blog(c,) y
v(m) = log(m) con el propésito de generar soluciones analiticas que faci-
liten la discusion subsiguiente. Por otra parte, la evolucién de la acumula-
cién de la riqueza real sigue la ecuacién diferencial estocastica:
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da =a[ N, dR, +N, dR, +N, dR, |-¢ (1+1,)dt—dr, [6]

donde

N, = g: proporcion del portafolio en el activo |, ] = mb,k.

dR . : tasa de rendimiento real después de impuestos sobre el activo |
j,t p p >
j =mbk
drt, : impuestos sobre la riqueza.

t p q

7.: impuesto sobre el consumo.

Rendimiento de los activos

A continuacion se especifica la dinamica del rendimiento de los activos.
Se supone que las tasas nominales de rendimiento que pagan el dinero y
los bonos son cero e I, respectivamente. El rendimiento estocastico por la
tenencia de saldos reales al tiempo t, dR;, es simplemente el cambio
porcentual en el precio del dinero en términos de bienes. La aplicacion del
lema de It6 al cambio porcentual del inverso del nivel de precios, tomando
[1] como el proceso subyacente, conduce a

1 1
dR, =Rd Pl Mmdt—op dW;, +(1+ _lj dQ:, ]

t Ve

donde r,,= -1 + 63. El rendimiento estocéstico por la tenencia de bonos
se obtiene en forma similar como

1

+Vp

dR,; =r,dt—op dW; +(1 - lde X [8]
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donde
rbzi(l—ry)—n+c;i

Aqui, T, es la tasa de impuesto sobre ingresos por intereses realizados. Es
importante observar que los rendimientos del dinero y de los bonos se ven
afectados por la volatilidad y posibles saltos en el nivel general de precios.
La tasa de rendimiento de las acciones después de impuestos sera denotada,
por el momento, mediante

dR; =r dt+o, dW +v,dQ,, 9]

donde los procesos AW, y dQ,, tienen caracteristicas similares a los procesos
definidos en [1]. Ademas de los impuestos T, y T, que se pagan sobre el
ingreso por intereses y por el consumo, respectivamente, el consumidor
paga un impuesto sobre la riqueza de la forma

dr, =atdt+ac, dV\/T,t +av, dQT’t [10]

donde T es la tasa impositiva media esperada sobre la riqueza real. Al igual
que antes, dW,, y dQ,, comparten las mismas caracteristicas que los pro-
cesos de Wiener y de Poisson definidos anteriormente en [1]. La tendencia
T, asi como las componentes de difusion y salto 6. dW,, y v,dQ,, se deter-
minaran endégenamente.

Decisiones optimas de los consumidores

El objetivo del consumidor es elegir, en cada momento, el portafolio de
activos y la cantidad de consumo que maximicen [5] sujeto a [6]. Note que
después de sustituir las expresiones [7]-[10] en la ecuacion estocastica de acu-
mulacién de la riqueza, [0], ésta se transforma en
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da _ {N + N, T, + thrk—M—?} dt
a ’ ’ a

[ k,tOk det Nm,t + Nb,t ) Op dWP,t -0, dWr,t:|

1

{N +N

Ve

- ldeP,t + Nk,tvk ko,t -V er,tj|

[11]

La solucién del problema de maximizacion de utilidad total descontada

sujeto a [11] y a la restriccién de normalizacion
Nm,t + Nb,t + Nk,t =1

estan dadas por (véanse los apéndices A y B):

:L
. (1+6)(1+rc)at
1 1+6
O:Nm,t+( )[rm—(Nm’t+Nb’t)0§,+Nk’topk

ApVp

_GPT_1+(1—Nm’t—Nb,t)vP]_d)

2
rb_(Nm,t+ Nb,t)GP + Ny Op —0p,

Ap Ve

_1+(1Nm,th’t)vp}_¢

[12]
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_(1+e)
0=

AoV,
1+(1=N =Ny v,

+0,, +

—0

2
e =Ny 0k +(Nm,t+ Nb,t)GPk
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[16]

donde ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccion [12].
Después de restar [14] de [15], se encuentra la proporcién 6ptima de la

riqueza asignada a la tenencia de saldos reales:

- 5
o = i(1-1,)(1+0)

Asimismo, después de restar [15] de [16], se tiene que

N, B—A— Ao Ve My vy ~0
’ I+ N ve 1+N, v,
donde
B= 6.+ 20, +0;, >0
y

_ 2
A=r,—r,+6,+ 05, +6p + 0.

[17]

[18]

[19]

[20]

Claramente, la ecuacion [18] es cubica y, por tanto, tiene al menos una

solucion real, la cual denotaremos mediante N, , = N, , (i ) En particular,
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si se supone que Vp v V son cero, equivalentemente, A, = A, = 0, se tiene
como unica solucién (¢ Turnovsky, 1993):

- A

ke e =g

21]

Si los pardmetros de intensidad Ap y A, se ajustan de tal manera que Vp y V,
sean de la misma magnitud, entonces [18] se transforma en una ecuacién
cuadratica cuyas soluciones estan dadas por

. Avp—Bt(Avp +B) +4Bv2 (Ao + 1, )

kt [Pk —
2Bv,

22]

Observe que el discriminante es positivo y, en consecuencia, ambas raices
son reales. Note también que en ningtin caso se han impuesto restriccio-
nes para que las proporciones de la riqueza asignadas a la tenencia de
activos sean estrictamente positivas y menores que la unidad. Por tanto,
las ventas en corto de activos son permitidas en todo momento. Final-
mente, el portafolio 6ptimo queda entonces completamente determinado
con I\Alb,t , el cual se obtiene a partir de [12] como

TS P SR 23]

o i(1-7,)(1+0)

Costo de oportunidad de saldos reales

En esta seccion se discute la relacién que existe entre la utilidad marginal
del dinero y el costo marginal de la tenencia de saldos reales. Observe que
las condiciones de primer orden se pueden escribir como
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, _(1+9)(1+Tc)
U(q)——g)a[ [24]
'(m) i1 25
u,(q)(lﬂc)_u(l 1,)>0 [25]
’(m)(1+t):n—l\] (02+G )+0 Mo Ve + 59 [26]
U’(C[) c k.t P P.k P,t 1+ Nk,tvp 1+e

Esta dltima ecuacion iguala la utilidad marginal del dinero, estandarizada
por la utilidad marginal del consumo, con el costo marginal de la tenencia
de saldos monetarios reales (¢f. Venegas-Martinez, 2001). Esta condicion
muestra explicitamente cémo el costo de oportunidad de mantener saldos
reales es afectado por la incertidumbre, Ze., por cambios difusos en la tasa
de inflacién, los cuales estan siempre presentes y por movimientos extre-
mos y repentinos en el nivel general de precios, que ocasionalmente se
presentan. Observe que el costo de oportunidad de mantener saldos moneta-
rios reales es positivo. En este caso, cabe destacar que dado que el dinero
entra directamente en la funcién de utilidad, el signo en el costo de opor-
tunidad de mantener saldos monetarios reales es irrelevante, contrario a
lo que se tendrfa en el caso de una economia con una restriccion cash-in-
adyance, en donde un costo de oportunidad positivo obliga a los consumi-
dores a mantener el minimo posible de saldos reales para financiar su
consumo. Por ultimo, es importante destacar que la funcién de utilidad
logaritmica implica que los valores 6ptimos de N;;, ] = mb,k, dependen
unicamente de los parametros que determinan las preferencias y las caracte-
risticas estocasticas de la economia y, por tanto, las decisiones N,;, ] = mb,k
se mantendran constantes a través del tiempo. En otras palabras, la actitud
del consumidor hacia el riesgo en los instrumentos de inversioén es inde-
pendiente del nivel de su riqueza, ‘.e., el nivel resultante de riqueza en cual-
quier instante no tiene efecto alguno sobre las decisiones en la integracion
del portafolio.
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PROBLEMA DE DECISION DE LAS EMPRESAS

En el modelo propuesto, la empresa representativa produce el unico bien
que hay en el mercado y el rendimiento que se paga a las acciones emitidas
esta en funcién de la produccién y de la politica de dividendos.

Especificacion de la tecnologia

Se supone que en esta economia la produccion sigue una trayectoria esto-
castica definida por

dy, =vykdt+yko dW, , +vkv,dQ, , [27]

donde ¥ representa el producto marginal promedio esperado del capital.
Aqui como en el caso del consumidor, dW,; es un proceso de Wiener y
dQy, es un proceso de Poisson.

Rendimiento de las acciones

En términos generales, el rendimiento que paga la empresa sobre las acciones
emitidas se puede definir como

dv, | dy

dR,, :(l—ry)? m 28]

donde dV, son los dividendos y U, es el precio de las acciones, en términos
del producto. Se supone que no hay impuestos sobre ganancias de capi-
tal.” De esta forma, el rendimiento de las acciones tiene dos componentes:

2 En el caso mexicano, no hay impuestos sobre ganancia de capital cuando las operaciones se llevan
a cabo en mercados reconocidos por las autoridades financieras, como es el caso de la Bolsa
Mexicana de Valores.
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los dividendos que se pagan por accién y las ganancias (o pérdidas) de capi-
tal que resultan de diferencias en el precio de los titulos de capital. A
continuacion se examina cada componente por separado. Primero, para
conocer la trayectoria que sigue dU/U, es necesario analizar el comporta-
miento de la produccion, el stock de acciones, el capital disponible y la
politica de inversion de la empresa. Todas estas variables determinan la posi-
ble existencia de ganancias de capital. Ahora bien, si se supone que el stock
de acciones en cualquier tiempo, t, permanece constante, digamos igual a
N, entonces se cumple que NU, = K. Por tanto,

dk, = Ndu, [29]

Por otra parte, la produccién después de impuestos puede tener dos usos:
el pago de dividendos, dV, o el financiamiento de nueva inversion, dk,
entendida como la adquisiciéon de capital nuevo. De esta forma, la trayec-
toria que sigue la produccién después de impuestos esta dada por:

(1-7,)dy, =dv, +dk, [30]

donde T, es el impuesto sobre ingresos corporativos y V, representa el
pago de dividendos. Después de combinar las ecuaciones [29] y [30], se
obtiene

K

Si se sustituye esta expresion en la ecuacion de rendimiento de las acciones,
dada en [28], se sigue que
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Politica de dividendos

En el modelo se supondra que los dividendos que pagan que las empresas
son una fraccién constante O del ingreso corporativo después de impuestos.
Es decit, los dividendos tienen la forma

dv, =o(l-1,)dy, 0<a<l [33]
Después de sustituir la expresion anterior en la ecuacion [32], se obtiene

la trayectoria estocastica del rendimiento de las acciones en términos del
proceso que sigue la producciéon de bienes:

dR :(l—rp)(l—ary)% [34]

Es importante observar en esta ecuacion que el componente estocastico
esta determinado por dy, ya que el resto de las variables son determinis-
tas. Finalmente, de la ecuacion [9], se sigue que

re=(1-7)(1-ot, )y [35]
5 dW,, =(1-1,)(1-at, )yo,dW,, [36]

y
v, dQ, = (I—TP)(I—ocry)yvdey,t [37]

De esta forma, la tasa de rendimiento de las acciones estd en funcion de la
tasa del producto marginal del capital. Similarmente, el componente esto-
castico dR,, depende de los shocks de productividad derivados de cam-
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bios en Yy el comportamiento exégeno de dW,,, ademas de los posibles
saltos dQ,;.

COMPORTAMIENTO DEL GOBIERNO

A fin de cerrar el modelo se describen las acciones del gobierno. En este
modelo, el sector publico no genera utilidad para los consumidores. El
gobierno tiene el monopolio de la emisiéon de dinero y, a la vez, emite
deuda para financiar su gasto. En esta seccion se analizan los tres princi-
pales instrumentos de politica econémica que emplea el gobierno, a saber:
gasto publico, oferta monetaria y emision de deuda. La restriccion presu-
puestal que enfrenta el gobierno en términos reales, tiene la forma

dgt - d'cl,t - dTZ,t + dem,t + lqde,t = dm + db [38]

donde dg; es el cambio en gasto publico del gobierno en términos reales;
dt,, es el cambio en el impuesto total recaudado proveniente de los consu-
midores, en términos reales; dT,; es el cambio en el impuesto total recau-
dado proveniente de las empresas, también en términos reales.

Gasto publico

En este modelo se supone que el gasto que realiza el gobierno sigue un
proceso estocastico definido por

dgt = gyktdt + yktcgdwg,t + thvngg,t [39]

Al igual que en los casos anteriores, dW,, es un proceso estocastico con
una distribucién normal con media cero y varianza dt y dQy, es un proceso
de saltos de Poisson. De esta forma, el gasto de gobierno esta definido
como una fraccién dg; del producto real. Note que, en este caso, el factor
estocastico del gasto es proporcional al producto.
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Oferta monetaria

La oferta monetaria en esta economia tiene asociada una regla de expan-
sién que es conducida por un proceso estocastico de difusion con saltos
de la forma:

dM, = uM dt + 5, M dW,, , +v, M dQ, , [40]

donde W es la tasa de expansion monetaria media esperada, dW,, es el
componente de difusiéon y dQy, es el componente de saltos en la tasa de
expansion monetaria.

Deuda publica

La politica de deuda que sigue el gobierno se hace via emisiéon de bonos.
En este caso, la politica de endeudamiento se fija de forma tal que la
raz6n entre la cantidad de bonos y la cantidad monetaria se mantenga
constante, es decir, se supone que

B e [41]

constante
M t

De esta forma, se obtiene la expresion

4B _dm,

[42]
B M

Lo anterior significa que en operaciones de mercado abierto, el cambio

porcentual de deuda emitida es igual al cambio porcentual de los cortos

en la economia; o equivalentemente, el cambio porcentual en la cantidad

que crece la oferta monetaria es igual al cambio porcentual de la deuda

gubernamental que se salda.
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Impuestos directos e indirectos

Los cambios en las cantidades reales de tributacién, dt,, y dT,,, que provie-
nen de los consumidores y de las empresas, respectivamente, se describen
a continuacion. Todas las tasas Ty, Tp y T, son exdgenas en nuestro modelo.
En el caso de los consumidores, el impuesto total gravado tiene cuatro
componentes: intereses, ganancias de capital, nivel de riqueza y consumo. De
esta forma, las cantidades respectivas se agregan como sigue:

drl’t = iryI\Alb,ta[dt +or, (1 - rp)yK (dt + (sydWy’t + Vdey,t )

43
+atdt+aoc dW,  +av.dQ  +7.Cdt ]

Para las empresas, los impuestos se gravan sobre los ingresos corporativos,
es decit,

dr,, =7k [ dt+0,dW, +Vv,dQ,, | [44]

EQUILIBRIO MACROECONOMICO
En esta seccion se determinan endégenamente, en el equilibrio, la tasa de
inflacion, la tasa de acumulacion de capital, la tasa impositiva a la riqueza

y los rendimientos de los activos disponibles en la economia.

Equilibrio en el sector real

Para encontrar la trayectoria que sigue la acumulacién de capital en esta
economia, dada por dk/K, se parte de la identidad de la renta (o ingreso)
nacional:

dy, =cdt+dk +dg, [45]
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Al sustituir en [45], las ecuaciones [13], [27] y [39], que corresponden a la
trayectoria 6ptima del consumo, a la dinamica de produccién y a la poli-
tica de gasto del sector publico, respectivamente, se obtiene

00
— |dt
(1+0)(1+71, )Ny, [46]

+ y(cydWy,t ~ o, dW,, ) +7(v,dQ,, —v,dQ,, )

L I
" v(1-3)

De esta forma, la acumulacion de capital sigue una trayectoria estocastica
obtenida de la diferencia entre la produccién menos el consumo y el gasto
del gobierno. Consecuentemente, el componente no estocastico de esta
ecuacion, esta determinado por

B dK B L 00
‘“EH‘V“ Do), e

lo que define la tasa esperada de acumulacién de capital. Por dltimo, se

puede concluir que

E (%} :y2(0§+cg)+y2 (vixy+vékg) [48]

Este resultado sera utilizado en la determinacién del equilibrio general.
Determinacion de la tasa de inflacién de equilibrio

Una vez determinadas las decisiones 6ptimas de los agentes, el comporta-
miento de las empresas y las acciones del gobierno, asi como el estableci-
miento de las variables exdgenas, lo que resta es obtener el equilibrio
macroeconémico general. Dado que en esta economia los saldos moneta-
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rios reales y los bonos en términos reales estan ligados a los movimientos
en el nivel general de precios, es necesario, en primera instancia, especifi-
car el comportamiento que sigue la inflacién y cémo ésta es generada
endégenamente por el modelo mismo.

Las cantidades I\Alj,t, j=m,b,k, asi como la tasa de interés nominal
son variables endégenas. Note que el nivel de precios se puede expresar
en la forma
’?‘“ M, [49]
N K

P=

Dado que los valores 6ptimos de N;, j =m,b,k, son constantes, al
diferenciar estocasticamente la razén entre dinero y capital

f (M. k)=M,/k , sc obtiene
dR_dM, dk (dM,)(dk ), (dk 50
P Mk (M )k K,

La condicién de primer orden del consumo conduce a

- 05 51]

3 A
k  (1+0)(1+1 )N, (i)

donde la variable i~ (tasa de interés nominal de equilibrio) se determinara
posteriormente. Después de sustituir [1], [40], [46], [48] y [51] en la expre-
sion [50], se tiene que

mdt + G oW, +VodQy, = pdt + 6, W, | +V,,dQy  — {y (1-9) —%} dt

[52] —v(o,dW,, —o,dW,, ) -7(v,dQ,, -v,dQ,, )
— YOy ,dt +v° (62y +cs;)dt+y2 (Vf/?uy +V§kg)dt
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Por tanto, la tasa esperada de inflacion en el equilibrio satisface

0%
(1+9)(1+TC)Nk’t(i*) 53]

2 2 2 2 2
+y (Gy+0g +vyxy+vgkg)—ycMy

w=u-| 7(1-9)-

Las componentes estocasticas de difusion y saltos satisfacen, respectiva-
mente, las siguientes condiciones:

cpdW, , =c,,dW, —y(csde\/y,t —6,dW, ) [54]

VPdQP,t =V, dQ, £ Y (Vdey,t B ngQg,t ) [53]

Las ecuaciones anteriores, [53]-[55], determinan endégenamente la tasa
de inflacién esperada consistente con un portafolio cuyas proporciones
son constantes en el tiempo. Se puede observar en [53] que la inflacion
media esperada de equilibrio depende positivamente de la tasa de creci-
miento de la oferta monetaria y negativamente de la tasa de acumulacion
de capital, asi como positivamente de las varianzas de los choques fisca-
les y productivos. Por otra parte, las ecuaciones [54] y [55] determinan
endégenamente los componentes estocasticos de difusion y saltos, respecti-
vamente, en la tasa de inflaciéon. Es importante destacar que la compo-
nente de saltos en la tasa de inflacién estd en funcién de las componentes
estocasticas de los saltos de las tasas de expansion monetaria, la produc-
cién y el gasto de gobierno.
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Determinacion del nivel de impuestos de equilibrio

Para determinar los ajustes endégenos en los impuestos que recauda el
gobierno, que son necesarios para satisfacer la restricciéon presupuestal,
primero, se sustituyen en la restricciéon presupuestal del gobierno, [38], las
ecuaciones respectivas a la politica de gasto [39], la regla de crecimiento
de la oferta monetaria [40] y la politica de deuda [41], de donde se obtiene

vk (dTl,t"'de,t)
WL 3 —;[gdt +0,dW, , +v,dQ,  |-———
3 R
. . [56]
+ Nm,thn,t + Nb,th),t
o bien, esta ecuacion se puede reescribir como
d[mj
N N P vk _
(N o+, ) M: sz‘[gdt+csgdwg,t +V,dQ, |
® 57
(drl,t +drz,t) . .
_T"' Nm,thn,t + Nb,th),t

Después de emplear el lema de It6 para obtener la diferencial
df (M,R)=d(M,/R) y sustituir las funciones de impuestos dt, , y
dt, ,, en [57], se tiene que las componentes determinista y estocastica del
nivel de impuestos de equilibrio estan dadas por
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T T s

G dW,t:_[Nm,t +Nb t:|GM dWM,t ""Yl\]k,t ngWg,t
_[ary(l—rp)+rp]yl\]k,tcy dWy,t

Vrer,t:_[Nm,t +Nb,t:|VM dQy +yNk,t ngQg,t

A @
—[aTy (1 - Tp)+ TP]yNk,tvy dQY»t

De esta forma, la ecuacion [58] describe el ajuste endégeno en el componente
determinista, mientras que la ecuacién [59] lo hace en la parte estocastica
en funcién de las fluctuaciones del crecimiento de la oferta monetaria,
oy AW,  , del gasto de gobierno, 6, dW, ,, y del sector real, 6, dW, ;. La
componente de saltos que corresponde a la ecuacion [60] esta en funcidon
del componente estocastico de saltos en las tasas de expansion monetaria, la

produccion y el gasto de gobierno.
Otras relaciones de equilibrio

Para presentar en forma reducida el equilibrio macroeconémico, las varian-
zas y covarianzas relevantes se expresan en términos de los choques esto-
casticos exogenos, dW, ., dW, ; y dW, . En este caso, se supone que
dW, , vy dW, , estan correlacionados entre si. A partir de las ecuaciones
[46], [54], [36] y [60], se obtienen las expresiones de las perturbaciones esto-



MODELO ESTOCASTICO DE EQUILIBRIO MACROECONOMICO 91

casticas 6, dW, , 6, dW ; y 6. dW_ en términos de los choques estocis-
ticos exdgenos dW, ,, dW, vy dW, ,. Como en este modelo se supone
que las perturbaciones exégenas no estan correlacionadas, las varianzas y
covarianzas relevantes se pueden reescribir en términos de parametros
ex6genos como:

cp =0y, +y2(0§+cé)—2y0,v,y

G, =(1—1:P)2 (l—ocry)z o

y

~ 2 A 2 A
2 _ 2 2N]2 2 2N]2 2
o’ —(l—Nk)t) oy Y Nk,tcg+[ary(l—rp)+r,,] Y’ N, (o

+2(1— I\Alk’t)[omry(l—17F,)+T,,]}/|\Al|<,t Omy
Cpy =(1—rp)(1—ocry)y(c,v| y —yci)

Op, = —(1— I\Alk,t)csf,I —[ary(l—rp)+rP]yl\Alk’tGM y

+(1— Nk’t)ycM y +[0my(l—rp)+r,,]yzl\ﬂlk,tcs?,+1(2|\Alk’t05J

Op., :—(l—rp)(l—ary)(l— Nk’t)YGM y
—[omy(l—rp)+rp](l—rp)(l—ary)yzﬁlk,tczy

donde oy, = COV(dWM ,t,dWy,t). Asi, por ejemplo, la tercera igualdad
indica que la varianza de la tasa de rendimiento de las acciones, G, , depende
de la politica de dividendos y los impuestos sobre ingresos corporativos y
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sobre rendimientos por la tenencia de bonos. Para encontrar las tasas de
rendimiento de equilibrio de los saldos monetarios y bonos en términos
reales, es necesario sustituir las expresiones anteriores en los rendimientos
dados en [7] y [8], respectivamente, de tal forma que el rendimiento de los
saldos reales esta dado por

*

r :—n+GﬁA+y2(Gi+Gé)—2yGMy [62]

m

Observe también que la siguiente identidad es valida en todo tiempo t,

(1+k)8

! i(1-7,)(1+0)

Después de sustituir el valor 6ptimo de la proporcion de la riqueza asignada
a la tenencia de titulos de capital, se obtiene la tasa de interés de equili-
brio, es decir,

i (1+k)s 63]

(l—ry)(l—ke)(l—l\]k,t(i*))

De esta forma, la ecuacion anterior determina el valor de equilibrio de la
tasa de interés nominal implicitamente. Por tanto, el rendimiento de los
bonos esta dado por

G (15wl P () 2re, 164

En este caso, la tasa I, esta dada por la ecuaciéon [35]. Finalmente, de la
ecuacion [51], se sigue que



MODELO ESTOCASTICO DE EQUILIBRIO MACROECONOMICO 93

G 03

(1+k)8
i"(1-1,)(1+0)

lo que conjuntamente con la ecuacion [47], conduce a la tasa esperada de
crecimiento del capital

(I+7,)(1+0)[1-

v 8 s ] °
y(1+rc)(1+6) l_i*(l—ty)(1+8)

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollé un modelo de equilibrio macroeconémico en
un ambiente estocastico. Las variables ex6genas incluyen los parametros
de politica econémica (crecimiento monetario, li; gasto publico, g ; poli-
tica de deuda, f ; y las tasas de impuesto T,, T, y Tp). De igual forma, los
procesos estocasticos exdgenos son los respectivos al crecimiento mone-
tario, dW, el gasto publico, dWy;, y la produccion, dW,. El resto de los
procesos estocasticos son endégenos y pueden ser expresados como fun-
ciones simples de los choques ex6genos. Asimismo, se determiné el equi-
librio macroeconémico en donde las varianzas de los choques exégenos,
tanto para difusiones como para saltos, desempefian un papel importante
en la administracion de riesgos.

El modelo presentado puede ser extendido al caso de una economia
abierta y pequefia con ajustes menores suponiendo que el precio de la
economia nacional, P,, satisface la condicién de poder de paridad de com-
pra P, = P{ E, en donde P; es el precio (en dolares) de los bienes en el
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resto del mundo y E; es el tipo de cambio. Por simplicidad, se supone que
P; =1, entonces el nivel general de precios, P, es igual al tipo de cambio, E,.
De esta manera dP,/P,= dE,/E, y la tasa de depreciacion del tipo de cambio
tendria el comportamiento estocastico definido en [1]. Por otro lado, si se
incluyen bonos internacionalmente comerciables denominados en moneda
extranjera B{ o en términos reales, by = E B; /P, la riqueza del individuo
estarfa dada por 8 = m + b, + by + K y el portafolio de inversion contem-
plaria la tenencia de bonos internacionales, los cuales estarfan en poder
tanto de los particulares como del sector publico. Lo anterior requiere modi-
ficaciones en las restricciones presupuestales tanto de los consumidores
como del gobierno, asi como consideraciones sustanciales en la balanza
de pagos de las cuentas nacionales. En este caso, las complicaciones téc-
nicas serfan mayores.

Por dltimo, es importante mencionar que el trabajo se puede extender
para analizar el impacto de choques externos en el bienestar econémico, o
funcion de utilidad indirecta, de los consumidores.

APENDICE A

Para resolver un problema de control estocastico del tipo:
max E .[F(X,U)e‘&dt [A1]
! 0
donde Ues un vector de controles y X es una variable de estado, sujeto a

ox_ pdt + cdW +vdQ [A.2]
X
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donde dW'y dQ son procesos de Wiener y de Poisson, respectivamente, se
utiliza la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B) de la programa-
ci6n dinamica continua:

O:m%x{F(x,U)—SV(x)+xV'(x)p

+%x2c5V”( x)+7»[v (x(1+v))-V (x)]}

[A3]

donde
V(x)e™ =sup {j F(x0) ef’sds}
ULt
En el modelo planteado se desea resolver

max V,= max EO{

>N, t>Np ¢ Ny ¢ >N, t5Np ¢ Ny ¢

| 0log(G) +log(Npd )| ef’tdt} [A4]

© ey 8

sujeto a

1+
d—at:{Nmt r,+ N,O,t r, + Nk,t e —C‘(—%)—?}
a a

+ [ Nk,t de\Nt _( Nm,t + Nb,t )GPdWP,t - G‘cdvvr,t:|

[A.5]

Nm’t + Nb’t + Nk’t =1 [A.0]
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dondeli, m, T, T,y T,junto con las varianzas y covarianzas correspondientes,
se toman como dadas. En este caso, la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman
(H-J-B), [A.3], conduce a

max H(Ct’Nm,t’Nb,t’Nk,t;at)E

Ct>Nim,t>Np 15Nyt

max {elog(ct)+log(Nm,tat)—SV(ar)

>N, t>Np ¢ Ny ¢

J“'J‘tV'(at){Nm,t Fot Ny o+ Ny (T _Ct(lT”c)_f}

+28V"(8)[ (N + Ny ) 03+ N 02 +07 (A7)

_2( Nm,t + Nb,t) Nk,tGPk + 2( Nm,t + Nb,t )GPt _2Nk,t0kt:|}

o

V(@ (14 Nw )=V (8) |1V (a (1+v.)) -V (a) ]
+¢(1=Npy =Ny =N, ) =0

HEsta condicién evaluada en el maximo es una ecuacion diferencial (deter-
minista) de segundo orden en V(@,). Para resolver esta ecuacion diferen-
cial, se postula V(&) de la forma V(a) = 3, + B,log(a,) . Consecuentemente,
las dos primeras derivadas son:

Vi(a)=— vy V"(a)=—B—§ [A.8]

Después de sustituir estas expresiones en la condiciéon H-J-B, se sigue
que:
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max H(CtaNm,t’Nb,taNk,t;at)E

>N, t>Np ¢ Ny ¢

max {elOg(Ct)+10g(Nm,tat)_S[Bo+B1 IOg(at)]

Ct>Nim,t>Np 15 Nic ¢
+B1{Nm’t (_n+6'2°)+ No, (i (l—ry)—n+cé)+ A _%_T}
_%Bl [( Ny + Ny, )2 0,23 + I\Allf,tci + Gf

[A9]
_2( Nm,t + Nb,t) Nk,tGPk + 2( Nm,t + Nb,t )GPt - 2Nk,tth]}

+B, {XP {log(l—(Nm’t +N,, )1-\:; ﬂ”*k [10g(1+ Nk,th)]

P

e [log(1+V,) ]+ (1= Ny =Ny =N, ) =0

Las condiciones de primer orden (necesarias) para una solucion interior son:

oH oH oH H oy Mg g
oN,, 0 ¢

Estas condiciones conducen en forma inmediata a las ecuaciones:

_oH :E_Bl(l-i-rc)

0= [A11]
oc 6 a
oH 1
0= oN_ :N_m+Bl |:rm,t _(Nm,t + Nb,t)Gé + N, (O
’ ’ [A.12]
AV,
_GPT_ P _(I)

14+ (1= Ny = Ny ) Ve
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oH
0= oN,, =B, |:rb _(Nm,t + Nb,t)cé + Ny (Opy [A.13]
5 PAVA b
G- _
1+ (1= Ny = Ny ) Ve
oH
0= 2 Nk,t =B, [I’k - Nk,tci +(Nmt + Nb,t )GPk
. [A.14]
+0,. + Kk )
1+ (1= Ny = Ny )V,
oH
0:8—¢:1—(Nm’t+Nb,t+Nk,t) [A.15]

Las cuales coinciden con [13]-[16].

APENDICE B

Ly

Si se sustituyen los valores 6ptimos de ¢, N, N, y N, enla condicién
H-J-B, se obtiene

+B1|:Nm,t (_TC+G|23)+ Nb,t (i_(l—fy)—n+(ylzj)+ Nk,trk _@_?}
_%Bl |:( Nm,t + Nb,t )2 Gé + Nkz,tci +Gf "

A

_2( I\Alm,t + l\Alb,t) Nk,tGPk + 2( Nm,t + Nb,t)GPt _2Nk,tcktj|}
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+B, {XP {log(l - ( I\Alm,t + I\Alb,t )%ﬂ +A, [log(l + I\Alk,tvk )J
P

i [log(1+v,)]]+ ¢(1 ~ Ny = Ny = I\Alk,t) =0
Lo anterior toma la forma:

0={@+9—6ﬁ)kg(q)+e@og()—mngU+r))
—log(BT[1-7, ) ~0B, +B, | Ny (~m+07 )+ Ny (T (1-7, ) -7+

+thr— (HTC) } [(N +N, )Gﬁ,+l\AI|f)tGi+csi

A B3]
~2(N,, + K, )chm+2(Nm{+Nm)cﬁ—2chmﬁ
+ﬁ{xpPogb-(Nmf+Nm)T%§J}+xkp%41+waJ]
P
+2,[log(1+v,)]]+ d)(l ~ Nt = Ny = Nk,t)
lo cual implica que
140-B,6=0
Por tanto,
p, - ;e) (B4
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~ _ 1+6 N A 22 n
+Nk’trk—r}—l( )[(N , +Nb’t) Gé-%—NlitO'i-l—Gf (B3]

AriNDICE C

Derivaciones y demostraciones de los resultados analiticos

Derivacion de la ecuacion [7]

El lema de It6 extiende la diferencial de una funcién del proceso subya-
cente hasta el segundo orden a fin de conservar términos en dt . En el caso
del proceso de Poisson, la diferencial incluye el salto en f (R) inducido
por el salto en P.

2
df (R)= af(R)Mpl:z""la f(ze)ciez dt"'af(R)GPPdWPt
oPR, 2 OR OR ’ 1]

+[f (R(1+v,))-f (Fg)}de,t

Si se denota f (R) =1/P, entonces
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1 1 ) 1
d(E]=E|:(_TE+GP)dt_GPdWP,t +[1+V _ldep,t:| [CZ]

t t P

Si se divide [C.2] entre 1/P, el resultado coincide con la ecuacién [7].
Derivacion de la ecuacion [18]

Para obtener la ecuacion [18] basta restar la ecuacion [15] de 1a [16], de tal
manera que

(140)F o o\ Ao
0= [r—Nm—kN o5+ N,,0p —Cp. — 2P
8 b ( ,t b,t) P k.t Pk P 1+(1_ Nm’t n th)vp
-+ Nk,tcﬁ _( Nm,t Nk,t)GPk — Gy, G [C.3]

Si se utiliza la ecuacion [12] dada por
Nig + N + N =1

entonces la ecuacion [C.3] toma la forma

1+0 ~ n AoV,
0:( 5 )[rb_(l_Nk,t)GIZD+Nk,tGPk_GPT_m

[C.4]
MV

~ .
-+ N0, _(1_ Nk,t)GPk —Oy — ~
I+ N, v,
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A partir de la cual se obtiene

0:_(1+9)

2 q 2 2
[rk —I,+0p +0Cp +0p, +Gkr}+B1Nk,t [op + 2065, +ok]

_(1+9)|: ApVp + MV } [C.5]

8 |1+N, v 1+N,v,

(o7]

Si ahora se denotan

Bzczp+2cspk+csﬁ >0 [22]

— 2
A=T1, —TI, +0} +Gp +Cp +6,. [23]

la ecuaciéon [C.5] se transforma en

(1+6) AeVe MY

1+ N Ve 14N,V

N, B—A- =0 [18]

Derivacion de la ecuacion [25]

Observe que la condicién de primer orden [13] se puede escribir como

1+6)(1+7,)

u’(q):( 5 [C.6]

Por otro lado, se tiene que
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v(m)= log( I\Alm,tat) [C.7]

Dado que m = Mt/R Yy N, =m/a, si se deriva [C.7], se obtiene

|
'(m) = — C.8
av'(m) L [C.8]

entonces
vim) _ o [C.9]

u'(q) (1+0)(1+1,) Ny,

Por ultimo, la ecuacion [25] se obtiene de manera inmediata al sustituir
el valor éptimo de N ;

V’(m):i(l_TY)>O [25]

Derivacion de la ecuacion [26]

La ecuacion [26] se deriva de manera automatica de la ecuacion [14] que
se reescribe de la manera siguiente:

Al == (1+e) |:rm _(Nm,t + I\Allo,t)clza + Ny (Op —Op,
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Si se sustituye el valor de B, en la ecuacién [C.10], se sigue que

1 =M[—rm +(1— N, )cﬁ, — Ny (O +Op, [C.11]

Ny 5
ApVp + o
1+ N, v (1+6)
y
vi(m) _ 5
u(q) (1+6)(1+1,)N,,
1 ~ A
e [—rm +(1— Nk,t)cf, —N, O +0p,  [C12]
+ }\'PVP + ¢8

1+N,v, (1+6)

Si se sustituye ahora el valor de T, se llega a la expresion

V’,(m)(1+rc):n—Nk,t(c§,+cpk)+cpr+ oVo 00 26]
u'(q) 1+N,,v, 1+0
Derivacion de la ecuacion [31]
Para la derivacion de la ecuacion [31], se necesitan las ecuaciones
dk = Ndu, 29]
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(1-7p)dy, =dv, +dk, [30]

Después de sustituir la ecuacion [29] en [30], se tiene que

Ndu, = (1-7, )dy, —dy, [C.13]
esto es
du, _ (1-1,)dy, —dy, [C.14]
0

pero Nu, =K, entonces

au _ 31]

Derivacion de la ecuacion [42]

Para la obtencién de dicha ecuacién se aplica la funcién logaritmo en
ambas partes,

log B, —logM, =logk [C.15]
Si se deriva la ecuacion [C.15], se obtiene

a8 _ dM,
B M
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Derivacion de la ecuacién [50]

Si se utiliza el lema de It6 en la obtencién de la ecuacion [50], se tiene que si

N
o My [49]

R=—
N

entonces la diferencial dP satisface

‘ 2 oaM?

t t

dR :{af (Mt’kt)dM +af (Mt’kt)dkt_i_lazf(Mt’kt)(th)z
oM ok,

2 2 IR [C.16]
+—a f(M“k‘)thdkt +;—a f(Mz“k‘)(dkt) } 'f'“
oM, 3k, ok;

m,t

donde f (M, k)=M,/k v se sigue que

N
ﬂ;dkt —idl\/ltdkt +&;dkf} kL [CaT

drR :{ith— :
K K

K K

Al factorizar 1/k,, resulta

dP = 1 th—Mt%—th%Jth(%j Ny [C.18]
K, K, K,

entonces

d.:;:%_%_(%j[%}[%j 'f'k»tﬂ [C.19]
M ko UMUK ki) |Np K
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asi, de manera inmediata, se obtiene

dR _dM, _dk _(dm,)(dk ) (dk ) -
oM k(v k) 0l

Derivacion de la ecuacion [52]

Si se sustituyen las siguientes ecuaciones

dP, = nRdt + 5,PdW,, +V,RdQ,, 1]
dM, = pMdt + o\, M, dW,, , +Vv,,M,dQ, , [40]
dk, _ 50
——|y(1-g)- dt + dW,, — o dW.
3 [Y( 9) (1+e)(1+rc)NJ Y
+y (vdey,t ~v,dQ,, ) [46]
dk Y |
EH%] =y2(62y+cé)+y2(viky+vékg) [48]

M, ](%J =YG,,,dt [C.20]

en la ecuacion [50], resulta
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ndt + 6 pdWe, +VpdQp = udt + o dW,  +v,, dQy

_ 00
B ey

—v(0,dW,, —c,dW,, ) - y(vdey’t -v,dQ,, )
— Y0, dt+7 (ci +0o, )dt +7° (vjky +VoAg )dt

dt

[C.21]

Al sustituir

50 g 51)

(1=0)(1+ 7 )N, Kk

en la expresion anterior, se llega a la ecuaciéon [52].
Derivacion de la ecuacion [57]

Si se sustituyen las ecuaciones [39], [40], [41] en [38], se tiene que

gykdt +vko dW,  +vkv,dQ,,

[C.22]
~(dr,, +dt,, )+ mdR , +hdR, =dm +dh

Al factorizar 1/a, , se obtiene que

%(gdt +6,dW,, +vngg,t)

dt,. +d
—M-Fﬂdl%m-i-gd&t:d—m-F%
a a a7 & &

[C.23]
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Al recordar la definicién N, =M /& para j =mb,k, la ecuacién [C.23]
toma la forma

dt,. +dt
%(thjtcgdwg,tJrvngg,t)—( )
d(MtjM‘ d[aja [C.24
N d N dR. = P)PR P)R
+ m,t Rﬂ,t+ b,t I:eb,t - M + B
R R

lo cual resulta en la ecuacidon

A =3 B -
N, ——2+N,, t :ﬁ[gdt+csgdwg,t +ngQgJ
t B &

R

2
<

[56]

(drl,t +drz,t) . .
_T'i' Nm,thn,t + Nb,th),t

Si se utiliza la ecuacion [41] para expresar todo en términos de M., se
produce
d(Mtj
A P 3
(Nm,t + Nb,t) t :m[gdtﬂsgdwg,t +v,dQ,, |
M &
P [57]
(dﬂ:Lt +drt,, )

_T"' |\Alm,thn,t + |\Alb,th:,t
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Derivacién de las ecuaciones [58], [59] y [60]

M
Para obtener la diferencial df (I\/It, R) = d{ﬁj se utiliza el lema de It

t

of (M,,P of (M,,P o’f(M,P

df (Mt’ R) = Mth +MdPt +%¥(th)2
oM, oR oM,
o’ f (M,,P o'f (MR
t“ht t
de tal suerte que
d(%j{idmt_ﬂ;de_%dmtde+ﬂ;d92} [C.26)
R R R R R

Si en la expresion anterior se factoriza M, /P, se obtiene

2
gl M| _| M, _dR _[dMJfdR T AR Moo
P M R UM JUR R R

Si se sustituyen las ecuaciones [1] y [40] en la expresion anterior, se sigue que

—:(},l—n—GMP+C$f,)dt+cs,\,,dW,\,|,t —opdW,,

—-

My [C.28]
R

V,
+Vy dQM t —— dQP,t

(1+V,)
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Por dltimo, se sustituyen en la ecuacién [57] las funciones de impuestos

dt,,, dada en [43], dt,, definida en [44], y la ecuacién [C.28] para obte-
ner las ecuaciones [58], [59] y [60].

=N, 0= [I\] I\Alb’t]phL I\Alb,ti(1—2ry)

58]
[ ( ) ]YN [Nm,t + I\All:;,t](cjlvua _szp)_rc%
c dW, = _|:Nmt + Nb,tj|GM dW, t +VNk,tngW
[59]
—[OL’Ey 1—rp)—i-rp]yNk,tcsydWy’t

}v dQMt+ythv dQ,, "
[ ( )+rp]Nk,tvdey’t -

Derivacion de la ecuacion [61]

Para la derivacion de las varianzas se necesitan las ecuaciones [54], [36] y [59]

SpdW,, =, dW,, , —7(o,dW,, —o,dW, ) [54]

o dW, :(l—tp)(l—owy)ycydwy [36]

oW, =[N, +th]GMdWM,t+yl\Alk,tcgdW

i [59]
[ Tp]YNk)tGydW .
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Si se eleva al cuadrado la ecuacion [54], se sigue que
2 2 a2, 2
Cp =0y +7Y (Gy-l-Gg)—Z’YGMy

Para la varianza o, se requiere elevar al cuadrado la ecuacién [36],

2

2
2 _(1-— _ 22
Gk_(l Tp) (1 O”y) 79y
. 2 , . P2
Para la varianza G, , ésta es obtenida al elevar al cuadrado la ecuacion [59],

A \2 n 2 A
G :(1— Nk’t) ou +7°Ni o +|:(X'Ey (l—rp)—i-rp} 7’ Nio)
+2(1— Nk,t)[ary(l—rp)+rp]yNk,tGMy
Ahora para las covarianzas es necesario multiplicar las ecuaciones [54],

[36] y [59], asi de manera inmediata la covarianza Gp, se obtiene del pro-
ducto de las ecuaciones [54] y [30]

Cpy :(l—rp)(l—ary)y(cw—ysi)

luego al igual que la covarianza anterior, G, se obtiene del producto de
la ecuaciones[54] y [59]

Op, = —(1— I\Alk,t)c,zv, —[ocry (l—rp)+rp]yl\]k,tcw

+(1— N, )’YGMy +[owy (1 —rp)+ rp}yz I\Alk,tcsi +v? I\Alk,tcs2

Por dltimo, la dltima covarianza, G, , es obtenida de las ecuaciones [36]
y [59]
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Oy = —(l—rp)(l—ary)(l— I\Alk,t)ychy
—[ocry(l—rp)+rp](l—rp)(l—ary)yzl\]k’tci
Derivacion de la ecuacion [63]

Recuerde que
Nk,t =1- ( Nm,t + Nb,t ) [C.29]

Al sustituir las definiciones N, , ] = m,b,K, en la expresion anterior, se
sigue que

N, :1—(Mt/F¥ + B[/Ptj:l— Mt/Pt(1+k)=1—Nmt(1+k) [C.30]
’ & & & ’

Al sustituir el valor de I\Alm’t en [C.32], se obtiene

ST [C.31]

Y i(1-1,)(1-0)

Después de despejar | de la expresion anterior, se produce finalmente la

ecuacion [63].
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