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RESUMEN

La presente comunicacién iniciaimente describe las estrategias de solucién que pueden ob-
servarse en dos juegos (el de Rompecabezas y €l del Tangrama) y en ¢l Razonamiento Ana-
I6gico de la Psicologia. Estas descripciones permiten concluir que se trata de verdaderas
demostraciones que denominamos, por su cardcter, Demostraciones AnalGgicas. Tales de-
mostraciones guardan un gran paralelismo con la demostracién I6gica: Parten de ciertos
“dados” y terminan en construcciones andlogas a imdgenes que son el objetivo de la demos-
tracién. En ellas se pueden identificar reglas andlogas a las definiciones, principios y teore-
mas que se emplean en la demostracidn légica y trayectorias de demostracién equivalentes a
los razonamientos hacia adelante y hacia atrds como los que ocurren en la demostracién I6-
gica. Hacemos ver que ciertas dificultades para una demostracién anal6gica pura se resuel-
ven recurriendo a replanteamientos de tipo 16gico. Describimos las heurfsticas que se han
empleado en Inteligencia Artificial en tales juegos y razonamientos, y proponemos que las
heuristicas involucradas, que hasta ahora han ocurrido en el 4mbito totalmente simbdlico, se
verfan grandemente beneficiadas por la participacién de etapas no simbdlicas, implementa-
das con redes neurales. Proponemos que la demostracién analégica puede ser un instrumen-
to educativo valioso como una introduccién a la demostracién I6gica en la ensefianza de
matemadticas elementales y de nivel medio.

Palabras clave: inteligencia artificial, demostracién analitica, demostracién 6gica, psicologia,
razonamiento.

Abstract

The present communication describes the solution strategies that can be drawn from two
puzzics (the jigsaw puzzle and the tangram puzzl¢) and the analogue reasoning from Psicho-
logy. We conclude than in all the three cases the mental activity involved is an Analogical De-
mostration: starts with a certain “givens” and ends up with an analogical construction very
similar to the demostration in logic. The analogical demostration uses (as is the case in lo-
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gic) rules in the form of definitions, principles and theorems, analogical in this case, that can
lead the demostration to valid “trayectories”, equivalent to forward or backward reasoning.

We show in our work that occasionally the demostrator makes use of pure logical reaso-
ning in order to find its way in the analogical demostration.

Additionally in this communication we describe the heuristics that have been used in Arti-
ficial Intelligence for this kind of problems.

The Al solutions are for the moment confined to the simbolic paradigm with its limita-
tions. We propose that the use of parallelism in the form of neural nets will solve some of the
present limitations.

Finally we propose also that the analogical demostration can be a very valuable instrument
as a pre-training for demostration in mathematics at elementary and intermediate level.

Key words: Artificial inteligence, logical demostration, psichology.

EL CONCEPTO DE ANALOGIA

La analogia siempre plantea una comparacién entre objetos. Estos objetos
no necesariamente son objetos fisicos, puede tratarse de objetos sonoros
como los de la musica; sensoriales como los de la gastronomia o instrumen-
tales como los de la computacién analdgica. Un caso para discusién espe-
cial es el planteamiento de analogia como concepto relativo a objetos
[Rada, 1989].

La analogia entre dos objetos esté referida siempre a una regla de ma-
peo implicita o explicita [Hall, 1989].

Ay B son anélogas entre si, si A puede ser mapeada en B bajo una re-
gla R de mapeo A-»B.

La anterior formalizacién de la analogia puede ejemplificarse si recu-
rrimos a la representacion simbdlica de figuras mediante estructuras llama-
das Marcos (frames) [Minsky, 1975, Winsto, 1980]. Las imagenes de la
figura 1, clasicas del razonamiento analdgico de la psicologia se han repre-
sentado con la figura 2 en dichos marcos. El inserto de la figura 1 pretende
una representacion pictdrica de la regla R de mapeo A-B y el inserto de
la figura 2 es su versién simbdlica. En estas representaciones se especifica
con variables los valores de atributos que pueden ser cambiados arbitraria-
mente. Referidas a la regla R de mapeo las figuras A y B son analdgicas
entre si y también lo son las figuras Cy “1”.

EL JUEGO DEL ROMPECABEZAS

El juego de rompecabezas se fabrica con un cartén, sobre el que se ha pe-
gado una imagen, recortidndolo en piezas de distinta forma, las piezas se
entregan separadas para ser construidas por el solucionador, restituyendo
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con ello la imagen superpuesta. Al solucionador se le ofrece una versiéon
reducida y en general ligeramente diferente de la imagen superpuesta co-
mo referencia para la ejecucién del juego.

PROCESO DE SOLUCION DE ROMPECABEZAS

La figura x muestra dos procesos seguidos para la solucién de un rompeca-
bezas formado por siete piezas. La imagen a construir €s un cuadrado ana-
logo a la imagen que se presenta en la parte inferior de la figura. El
solucionador, en un proceso, toma una pieza cualquiera ( ) y pega a ella al-
guna otra ( ) de tal manera que asi se complete una imagen anéloga a parte
del cuadrado (construccién hacia adelante), objeto del juego y repite el
mismo proceso hasta terminar el juego. En otro proceso diferente el juga-
dor se plantea un objetivo inicial, el formar el dngulo inferior derecho del
cuadrado y dada esta estrategia pega las dos piezas correspondientes
(construccién hacia atras), se fija otro objetivo de la misma naturaleza y lo
construye, y finalmente resuelve pegando los conjuntos construidos segin
los objetivos por él planteados. En rompecabezas de muchas piezas es fre-
cuente que se alternen ambos tipos de construcciones.

El paralelismo entre la demostracién légica y este tipo de construccio-
nes se establece considerando que las piezas del rompecabezas son los “da-
dos” de la demostracidn légica y la imagen de diferencia, el objetivo de la
demostracién. La solucién no es sin embargo la imagen objetiva sino una
anéloga generada por la construccién. Hay en la construccion por lo menos
dos reglas implicitas que juegan el mismo papel que los teoremas, defini-
ciones y principios de la demostracién 16gica.

R1: Toda pieza que se coloque junto a otra debe generar junto con las
otras ya pegadas, un analogo de parte o toda la figura de referencia.

R2: Los objetivos planteados subdividen al rompecabezas en subrom-
pecabezas (subproblemas de la demostracién lgica).

Este paralelismo entre el proceso de solucion de este juego y el de la
demostracién logica nos inclina a considerar que se trata de un proceso
formal idéntico y con ello la postulacién de que se trata de un proceso de
demostracién analdgico ya que los juicios de correcto o incorrecto en la
marcha de la demostracién sélo son por analogia con la imagen de refer-
encia y no de igualdad o de desigualdad, por ejemplo de la demostracién
16gica. Las estrategias de construccién hacia adelante son idénticas con las
de razonamiento hacia adelante de la demostracién légica y las de cons-
truccién hacia atras idénticas a las de razonamiento hacia atras. La natura-
leza de las reglas implicitas mencionadas hace que las trayectorias posibles
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de solucién sean muchas, especialmente cuando se combinan las estrate-
gias, situacién que en general ‘es diferente en las demostraciones 16gicas.
Esto explica en parte la mayor dificultad resolutoria de estas tltimas. En el
rompecabezas a diferencia del Tangrama que veremos a continuacién, y
desde luego de la demostracién ldgica, toda trayectoria es resolutiva lo que
la califica de demostracién trivial. El juego del rompecabezas se constituye
en juego interesante, sélo cuando el nimero de piezas es suficientemente
grande para que las analogias que se presenten en su construccion resulten
ambiguas para su eleccién (y dificiles de encontrar).
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EL JUEGO DEL TANGRAMA

El tangrama es un juego que ofrece una mejor oportunidad que el rompe-
cabezas para observar la bisqueda de soluciones pictéricas por construc-
cién con miras a establecer una comparacion entre esta bisqueda y la que
se rcaliza en una marcha de demostracién légica.

El juego consiste en construir una figura andloga a la de una imagen
de referencias uniendo sobre un plano siete piezas de madera o cartén
(TANES): cinco tridngulos rectangulos (dos grandes, uno mediano, dos pe-
quenos, un cuadrado y un trapecio).

PROCESO DE SOLUCION DE TANGRAMAS CONCAVOS

Un tangrama céncavo como el de la figura x, que presenta en general mu-
chos angulos, es un problema que se puede resolver como una demostra-
cién analdgica relativamente simple. Como el caso del romopecabezas, los
“dados” son las siete piezas mencionadas de la parte superior de la figura y
la imagen a demostrar se representa en la figura interior de la misma. El
proceso de demostracion que se siguid en este ejemplo combinar las estra-
tegias hacia adelante y hacia atrds como sigue: El proceso de solucién se
inicia como un razonamiento hacia atrds, reconociendo como TANES, la
cabeza y los pies de la imagen de referencia, dejando con ello como pro-
blema a resolver el cuerpo extremidades.

Este altimo subproblema se subdivide en dos: extremidades superiores
con el cuerpo y las piernas. Se reconoce “Gestélticamente” el primer sub-
problema como resuclto por los dos tridngulos mayores y el segundo se re-
suelve ensayando distintas posiciones de las dos piezas restantes (trapecio
y tridngulo mediano). La solucién final se encuentra pegando los subtan-
gramas construidos. La Gnica parte de construccién hacia adelante que se
practica es la correspondencia a la solucién del subtangrama de las piernas.
Las posibles reglas ultilizadas en la demostracién descrita, son reglas loca-
les que cada pieza establece, que para el caso del triangulo rectangulo es-
tdn representadas en la figura x.

En esta figura postulamos que las naciones analégicas que generamos
son las de “pico” (4ngulo recto), claramente distinguibles entre si. Las re-
glas se leerian como sigue:

Si un tridngulo recto se agrega a como en la figura xA se agrega un
poco a la analogia construida; si se construye como en xB se agregan dos
picos y si se construye como en xC entonces se agrega un pico y un recto.
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El pegamiento del tridngulo por un vértice agrega el tridngulo. Esta regla
se puede postular también como regla general para cualquier TAN.

PROCESO DE SOLUCION DE TANGRAMAS CONVEXOS

r

El caso de la solucién de Tangramas convexos como lo es el cuadrado, no
se hace frecuentemente como una demostracién analGgica pura:

La figura x representa un proceso de solucién en el que aparecen con-
sideraciones l6gicas que orientan la demostracién analdgica: la demostra-
cién exhibe inicialmente una construccién hacia atras con la solucién del
subproblema “trapecio comprendido entre los tridngulos mayores coloca-
dos paralelos a su hipotenusa” ( ). Construcciones infructuosas, hacia ade-
lante de este subproblema hacen abandonar esta trayectoria de solucién .
Un intento de la misma naturaleza también fallido se representa en la Fi-
gura xC. A continuacién se recurre a orientar la bisqueda y del doble a los
lados mayores del arreglo original de los TANES.

Esto permite asignar a la hipotenusa de los tridngulos grandes de va-
lor de 2v2 y de v2 a los lados menores del tridngulo medio, a las hipotenu-
sas de los tridngulos pequeiios y a los lados grandes del trapecio. El area
del cuadrado que debe formarse debe ser (2+1+1)*(1+1)=8 por lo que se
concluye que el cuadrado en cuestién debe tener por lado 2v2 con esta
guia se retoma a la demostracién analdgica, colocando a los dos tridngulos
grandes opuestos por el vértice, esperando resolver los dos subproblemas
que esta constitucién plantea. Despues de varios intentos infructuosos de
construccién hacia adelante se abandona la ‘trayectoria, al notar que los
tridngulos mayores, opuestos por el vértice, generarian un rectangulo y no
un cuadrado. A continuacidon se adosan los dos tridngulos mayores forman-
do un tridngulo cuyos catetos son 2v2 con lo cual sc genera el subtangrama
simétrico a resolver con el rcsto de los TANES (G).

Después de algunos ensayos de construccion hacia adelante sec llega a
la construccién H donde se visualiza gestilticamente que los TANES res-
tantes son precisamente los sugcridos por la construccién. Se comprueba
por analogia la solucién colocando las piezas rcstantcs lo que termina la
demostracién. Este tipo de demostraciones combinadas aparecen frecuen-
tementc cn la solucién de los tangramas convexos porque no dan opcién el
uso de los teorcmas quc postulamos en la demostracién anterior.
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EL REACTIVO PARA RAZONAMIENTO ANALOGICO DE
LA PSICOLOGIA

Los reactivos para evaluacion de razonamiento analégico de la psicologia,
consisten en la presentacion de tres imdgenes A By C como de la Figuray
un meni de varias otras como 1y 2 de la misma figura. El resolvedor es in-
vitado a designar cual de las figuras del menu es analoga a C de la misma
manera que A es anédloga a B.

PROCESOS DE RAZONAMIENTO ANALOGICO DE
LA PSICOLOGIA

Este tipo de razonamiento también puede verse como un problema de de-
mostracion si se considera que el proceso de inferencia A-»B que se supo-
ne que en este razonamiento ocurre [Sternb, 1977] se puede tomar como
el problema de encontrar la regla de mapeo A-B para ser usada en la de-
mostracion C-»X dado C, cudl figura del meni es igual a X donde X es el
resultado de la aplicacion de la regla sobre C (Fig. 1). La regla de mapeo
puede ser considerada un concepto en el sentido de Michalsky (Michal,
1980).

SOLUCIONES DE LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

La demostracion analdgica ha sido programada para ser ejecutada por
computadoras en distintas situaciones.de juego como es el caso del Razo-
namiento Analdgico de la Psicologia [Evans, 1968] de los Rompecabezas
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[FreGar. 1964] y del Tangrama [DeuHay, 1972]. (Una sistematizacién de
Razonamiento Analdgico por Computadoras ha sido hecho por Hall). En
ninguno de los casos se postula que la mecédnica de solucidn es la de de-
mostracién como aqui se propone.

Soluciones computacionales de los juegos mencionados se pueden en-
contrar, en principio, por bisqueda en un espacio de soluciones. Por razo-
nes obvias este espacio de soluciones estd representado por figuras
geométricas y no por imdgenes andlogas como es en la préactica. Esta deci-
sion simplificadora, condiciona toda la representacién del conocimiento,
ya que las soluciones parciales y la final deben estar representadas dentro
de la métrica que exigen las imdgenes geométricas de preferencia.

Las soluciones se pueden buscar por la “fuerza bruta”, empleando una
bisqueda combinatdrica, que desde luego es prohibitiva por la cantidad de
computacién comprometida, aunque la participacién de ciertos criterios de
“poda” en este tipo de busquedas promete ser un camino de solucién en
esta lfnea de ataque [YanNor, 1990]. Este tipo de bisqueda es en nuestros
términos una marcha de demostracidn hacia adelante sin auxilio de teore-
mas.

Otra opcidn de estrategia computacional es la que en nuestros térmi-
nos, corresponderia a la marcha de demostracién hacia atrds por genera-
cion de subproblemas por particién tentativa de los anélogos de referencia.
Tal es una de las heuristicas usadas por Deutsch y Hayes en la solucidn au-
tomdtica de Tangramas [DeuHay, 1972].

LA OPORTUNIDAD DE DEMOSTRACION ANALOGICA
QUE OFRECEN LAS REDES NEURALES

Como se menciond en parrafos anteriores el problema computacional co-
mienza a resolverse con figuras de referencia que tienen una métrica o que
estdn predefinidas simbdlicamente, lo que condiciona toda la programa-
cion. Una avenida diferente es comenzar con figuras de referencia que son
patrones pictOricos para ser comparados con construcciones producidas
por la computadora. La capacidad que las redes neurodales muestran para
este tipo de reconocimiento de patrones es un buen punto de partida
para iniciar una programacion més realista [RumMcC, 1986]. Quiza las
construcciones deben producir una versién en pixels para ser examinada
por una red entrenada a distinguir el anédlogo de referencia. Estas contruc-
ciones pueden ser programadas simbdlicamente como hasta ahora, lo que
provee la oportunidad de cambiar a recursos lggicos cuando se requiera.
Se antoja también la programacién de una red que produzca particiones de
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los patrones de referencia para con-ello aspirar a soluciones heuristicas y
quizéa a soluciones gestalticas.

TRASCENDENCIA EDUCATIVA

La préctica de la demostracion en la enseianza de las matematicas ele-
mentales y de nivel medio se ha reducido ala memorizacién de ciertas
demostraciones famosas como. la del teorema de Pitagoras, debido a el ho-
menaje implicito que se da a estas demostraciones en el sentido de no es-
perar que tales demostraciones puedan ser inventadas por un estudiante.
El resultado es que la pedagogia de las mateméticas se ha reducido al en-
trenamiento en la aplicacion inmediatista de teoremas en ejercicios de fi-
nal de capitulo. Este homenaje, no es inocuo, produce a la postre una
Demostrofobia en el estudiante y en el maestro (una variedad de Matofo-
bia [Negrete, 1981]).

Es posible que la ensefianza de la practica de la demostracion no ten-
ga un inicio adecuado. Proponemos que la adquisicion de habilidades de
demostracidn analdgica, es el inicio adecuado. Esta iniciacion a la demos-
tracion requiere primero del disefio de una técnica para su ensefianza y
después de una praictica efectiva de tal técnica, en estudiantes, con ante-
rioridad a su enfrentamiento con la demostracién 16gica. Un reactivo ade-
cuado para tal propdsito es el juego del Tangrama.

CONCLUSIONES

El conjunto de descripciones que hicimos de los procesos de solucién de
Rompecabezas, de Tangramas y de reactivos para Razonamiento analégico
de la Psicologia, y una revisién de programas de Inteligencia Artificial que
dan también solucidn a los juegos y reactivos mencionados, nos permite
concluir que:
a) Existe una Demostracion Analdgica.
b) Una forma de esta demostracion es la construccién de un patrén a
partir de elementos indivisibles dados.
c¢) Toda construccién parcial o final de este tipo es solamente anéloga
a todo o parte del patrén en cuestidn.
d) Es posible definir andlogo dentro de una representacién simbdlica
en términos de una regla de mapeo.
e) Los objetos para la demostracién analdgica son los datos “dados” de
la demostracion l6gica.
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f) Lo que se pretende demostrar es el patrén propuesto.

g) Existe un conjunto de reglas de construccién o teoremas, implicitos
o explicitos que pueden conducir a la construccion final o demostra-
cién.

h) La marcha de la demostracién analégica puede proceder hacia ade-
lante por simple ensayo constructivo o hacia atrés a partir de la ge-
neracién y posterior demostracion de patrones intermedios.

f) La marcha de la demostracion puede ser en un sentido o en otro, pe-
ro frecuentemente es mixto.

j) La demostracién analdgica frecuentemente se acompaifa de marchas
l6gicas de demostracién.

k) Frecuentemente aparecen soluciones gestélticas en los juegos de
Rompecabezas y Tangrama.

1) El razonamiento analdgico de la psicologia puede verse como un ca-
so de demostracién analégica.

m) Algunos programas de computacién que hacen algunas demostra-
ciones de tipo k o | son del tipo de manipulacién simbdlica.

n) Algunos programas entre los anteriores ejecutan marchas hacia
atrds llamadas heuristicas.

i) Para tales demostraciones la representacién de los patrones es sim-
bdlica o simbélico-métrica lo cual transforma el problema en un
proceso de construccién contra una construccién de referencia. De-
saparece el componente analdgico.

0) Un paradigma de medios-fines con un procedimiento subdivisor de
problemas, asociados a un medidor de esfuerzo computacional que
desencadene una reubicacién 16gica de los problemas analégicos se
sugiere como una contribucion a las soluciones que ofrece la IA en
el planteamiento simbdlico.

p) La recuperacién de la construccién en un dmbito analdgico como
ocurre en condiciones naturales se puede lograr mediante una red
neural que maneje las entradas del sistema desde un “pizarrén”, de-
jando a cargo de una programacién simbdlica tanto la estrategia
de demostracién como la representacién de resultados parciales o
finales de la construccion en otro pizarrén. Las analogias pueden
ser juzgadas por la comparacién de los dos pizarrones, a cargo de la
red neural. Esta programacién hibrida da acceso a la posibilidad de
incorporar marchas de demostracién l6gica y también a la posibili-
dad de encontrar soluciones gestalticas.

q) La demostracién analégica puede ser un instrumento pedagdgico
para una introduccién no traumaética a la demostracién légica.
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